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1 Âåêòîðû íà ïëîñêîñòè è â ïðîñòðàíñòâå
1.1 Ñâîáîäíûå âåêòîðû
Âåêòîðíàÿ àëãåáðà, ëåæàùàÿ â îñíîâå ìíîãèõ ìåòîäîâ àíàëèòè÷å-
ñêîé ãåîìåòðèè, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýôôåêòèâíûé èíñòðóìåíò äëÿ
ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷. Íî ïîìèìî ïðèìåíåíèÿ
ïðè ðåøåíèè çàäà÷ îíà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ ïîñòðîåíèÿ
ãåîìåòðèè íà îòíîñèòåëüíî ïðîñòîé àêñèîìàòè÷åñêîé áàçå, îñíîâàí-
íîé íà òåîðèè àáñòðàêòíûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì â íàñòîÿùåì êóðñå ñ ñàìîãî íà÷àëà ðàç-
âèâàåòñÿ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûé ïîäõîä ê îïðåäåëåíèþ ãåîìåò-
ðè÷åñêèõ îáúåêòîâ, à ñàìî ãåîìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ðàññìàòðè-
âàåòñÿ êàê ìíîæåñòâî, íàäåëåííîå íåêîòîðîé ñòðóêòóðîé, êîòîðàÿ è
îïðåäåëÿåò åãî ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà.
Âåêòîðîì ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (ãåîìåòðè÷åñêîé ïëîñ-
êîñòè) íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà òî÷åê (A;B) ýòîãî ïðîñò-




Òî÷êà A íàçûâàåòñÿ íà÷àëîì âåêòîðà, à òî÷êà B  êîíöîì. Âåêòîð





AA, ó êîòîðîãî ñîâïàäàþò íà÷àëî è
êîíåö, íàçûâàåòñÿ íóëåâûì âåêòîðîì. Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà íà÷àëî è
êîíåö âåêòîðà íå çàäàíû â ÿâíîì âèäå (èëè íå ñóùåñòâåííû), âåêòî-
ðû îáîçíà÷àþò ïîëóæèðíûìè áóêâàìè: a;b; c; : : : , èëè áóêâàìè ñî
ñòðåëêîé íàâåðõó:  !a ,  !b ,  !c , : : :
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AB ñëåäóþùèì îáðàçîì: j !ABj.







Êîëëèíåàðíîñòü âåêòîðîâ a è b îáîçíà÷àåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
ajjb. Íóëåâîé âåêòîð ñ÷èòàåòñÿ êîëëèíåàðíûì âñÿêîìó âåêòîðó: !
AAjj  !CD.
Êîëëèíåàðíûå íåíóëåâûå âåêòîðû a è b ìîãóò áûòü íàïðàâëå-
íû â îäíó è òó æå ñòîðîíó èëè â ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû. Ýòî
îáîçíà÷àåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ñëåäóþùèì îáðàçîì: a "" b è a "# b.
Âåêòîðû a è b íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè 1) jaj = jbj è 2) a "" b
ïðè jaj = jbj 6= 0. Ðàâåíñòâî âåêòîðîâ îáîçíà÷àåòñÿ ñëåäóþùèì






Ïðè ýòîì âñå íóëåâûå âåêòîðû ðàâíû ìåæäó ñîáîé.
Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå î÷åâèäíîå, íî î÷åíü âàæíîå
Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü A  ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà, à a  ïðîèç-









Îòíîøåíèå ðàâåíñòâà ðàçáèâàåò âñå âåêòîðû íà êëàññû ðàâíûõ
ìåæäó ñîáîé âåêòîðîâ. Êàæäûé òàêîé êëàññ íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûì
âåêòîðîì. Ñâîáîäíûé âåêòîð ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü êàê âåêòîð, ó êî-
òîðîãî çàäàíû äëèíà è íàïðàâëåíèå, íî íå çàôèêñèðîâàíà íà÷àëüíàÿ
òî÷êà (òî÷êà ïðèëîæåíèÿ). Â äàëüíåéøåì áóäåò ïðåäïîëàòüñÿ, ÷òî
âñå ðàññìàòðèâàåìûå âåêòîðû ÿâëÿþòñÿ ñâîáîäíûìè, à â òîì ñëó÷àå,
êîãäà íóæíî çàôèêñèðîâàòü íà÷àëüíóþ òî÷êó A íåêîòîðîãî âåêòî-
ðà a, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåêòîð a îòëîæåí îò òî÷êè A. Ñîãëàñíî
âûøåïðèâåäåííîìó óòâåðæäåíèþ âñÿêèé âåêòîð (ñâîáîäíûé!) ìîæ-
íî åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì îòëîæèòü îò ëþáîé òî÷êè. Çàïèñûâàòü





áóäåì íàçûâàòü ïðåäñòàâèòåëåì ñâîáîäíîãî âåêòîðà a. Ñâîáîäíûé
âåêòîð a îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ëþáûì ñâîèì ïðåäñòàâèòåëåì !
AB êàê êëàññ âåêòîðîâ, ðàâíûõ âåêòîðó
 !
AB. Ìíîæåñòâà ñâîáîäíûõ
âåêòîðîâ ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà è ãåîìåòðè÷åñêîé ïëîñêîñòè
áóäåì îáîçíà÷àòü ñîîòâåòñòâåííî ñèìâîëàìè V3 è V2.
1.2 Íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ìíîæåñòâ
Ïîíÿòèå ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç èñõîäíûõ ïîíÿòèé ìàòåìà-
òèêè. Ìíîæåñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîâîêóïíîñòü (íàáîð) îáúåê-
òîâ òîé èëè èíîé ïðèðîäû, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòàìè ýòîãî
ìíîæåñòâà. Íàïðèìåð, ìîæíî ãîâîðèòü î ìíîæåñòâå ìíîãî÷ëåíîâ
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âòîðîé ñòåïåíè îò äâóõ ïåðåìåííûõ, î ìíîæåñòâå òî÷åê ãåîìåòðè÷å-
ñêîé ïëîñêîñòè, î ìíîæåñòâå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ
íåðàâåíñòâó  1 < x < 1. Ìíîæåñòâî ìîæíî çàäàòü, ïåðå÷èñëÿÿ âñå
åãî ýëåìåíòû. Íàïðèìåð,
A = fa; b; cg
 ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç òðåõ ýëåìåíòîâ a, b è c. Â çàïèñè ýëå-
ìåíòû ìíîæåñòâà çàêëþ÷àþò â ôèãóðíûå ñêîáêè.
Äëÿ íåêîòîðûõ ÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿ ìíîæåñòâ ïðèíÿòî èñïîëü-
çîâàòü ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ. Òàê, ñèìâîëîìN îáîçíà÷àåòñÿ ìíî-
æåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë f1; 2; 3; : : :g, ñèìâîëîì Z îáîçíà÷à-
åòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ ÷èñåë
Z = f: : : ; 3; 2; 1; 0; 1; 2; 3; : : :g;
ñèìâîëàìè R è C  ìíîæåñòâà âñåõ âåùåñòâåííûõ è âñåõ êîìïëåêñ-
íûõ ÷èñåë ñîîòâåòñòâåííî, à ñèìâîëîì C[a; b]  ìíîæåñòâî íåïðå-
ðûâíûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà îòðåçêå [a; b].
Òîò ôàêò, ÷òî x ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà M (ãîâîðÿò òàê-
æå, ÷òî x ïðèíàäëåæèò M), îáîçíà÷àåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
x 2M èëè M 3 x.
Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì, åñëè ÷èñëî ýëåìåíòîâ â ýòîì
ìíîæåñòâå êîíå÷íî. Êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ìîæíî çàäàòü ïåðå÷èñëå-
íèåì âñåõ åãî ýëåìåíòîâ. Íàïðèìåð, f1; 2; : : : ; ng  ìíîæåñòâî íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë îò 1 äî n. Â ýòîì ìíîæåñòâå n ýëåìåíòîâ. Ìíîæåñòâî
íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íûì, åñëè îíî ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ýëå-
ìåíòîâ.
Ôîðìàëüíî îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâî, ó êîòîðîãî íåò íè îäíîãî
ýëåìåíòà. Òàêîå ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ïóñòûì ìíîæåñòâîì. Äëÿ
îáîçíà÷åíèÿ ïóñòîãî ìíîæåñòâà èñïîëüçóåòñÿ ñèìâîë ;.
Åñëè êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà M ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî è
ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà N , òî ìíîæåñòâî M íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæå-
ñòâîì ìíîæåñòâàN . Ýòî îáîçíà÷àåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:M  N
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èëè N  M . Íàïðèìåð, N  Z  R. Ñèìâîëîì (a; b) ïðè a; b 2 R,
a < b, îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, áîëüøèõ a, íî
ìåíüøèõ b:
(a; b) = fx 2 R j a < x < bg:
Äâà ìíîæåñòâàM è N ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè èëè ñîâïàäàþùèìè,
åñëè îíè ñîñòîÿò èç îäíèõ è òåõ æå ýëåìåíòîâ. Ýòî îáîçíà÷àåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì: M = N . Î÷åâèäíî, M = N òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà M  N è N M .
Èç èìåþùèõñÿ ìíîæåñòâ ìîæíî êîíñòðóèðîâàòü íîâûå ìíîæå-
ñòâà.
Ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ýëåìåíòîâ, ïðèíàäëåæàùèõ è ìíî-
æåñòâó M è ìíîæåñòâó N (òî åñòü ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé îáùóþ
÷àñòü ýòèõ äâóõ ìíîæåñòâ), íàçûâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì M è N . Ïåðå-
ñå÷åíèå ìíîæåñòâM è N îáîçíà÷àåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:M \N .
Åñëè ìíîæåñòâà M è N íå èìåþò îáùèõ ýëåìåíòîâ, èõ ïåðåñå÷åíèå
ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì ìíîæåñòâîì: M \N = ;.
Ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ýëåìåíòîâ, ïðèíàäëåæàùèõ ëèáî
ìíîæåñòâóM ëèáî ìíîæåñòâó N (õîòÿ áû îäíîìó èç ýòèõ äâóõ ìíî-
æåñòâ), íàçûâàåòñÿ îáúåäèíåíèåìM è N . Îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâM
è N îáîçíà÷àåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: M [N .
Ìíîæåñòâî, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ âñåâîçìîæíûå óïî-
ðÿäî÷åííûå ïàðû (x; y), â êîòîðûõ ïåðâûé ýëåìåíò x ïðèíàäëå-
æèò ìíîæåñòâó M , à âòîðîé ýëåìåíò y ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó
N , íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì M è N . Ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ M
è N îáîçíà÷àåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: M  N . Â ýòîì îïðåäåëå-
íèè ïàðû (x; y) ïðåäïîëàãàþòñÿ óïîðÿäî÷åííûìè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
(x; y) 6= (y; x), åñëè x 6= y. Êðàòêî îïðåäåëåíèå ïðîèçâåäåíèÿ ìíî-
æåñòâ M è N çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
M N = f(x; y) j x 2M; y 2 Ng: (1)
Àíàëîãè÷íî ïðîèçâåäåíèþ (1) äâóõ ìíîæåñòâ îïðåäåëÿåòñÿ ïðîèç-
7
âåäåíèå ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà ìíîæåñòâ M1;M2; : : : ;Mn, n 2 N:
M1M2 : : :Mn = f(x1; x2; : : : ; xn) jxi 2Mi; i = 1; 2; : : : ; ng: (2)
Â ÷àñòíîñòè, åñëè âñå ìíîæåñòâà Mi, i = 1; 2; : : : ; n, â ïðîèçâåäåíèè
(2) ñîâïàäàþò, òî åñòü, Mi = M , i = 1; 2; : : : ; n, òî èõ ïðîèçâåäåíèå
îáîçíà÷àåòñÿ êàê ñòåïåíü Mn. Íàïðèìåð,
R2 = f(x; y) jx 2 R; y 2 Rg
 ÷èñëîâàÿ ïëîñêîñòü.
Ïóñòü M è N  íåêîòîðûå ìíîæåñòâà. Îòîáðàæåíèåì èç M
â N íàçûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâèå f , îòíîñÿùåå êàæäîìó ýëåìåíòó x 2M
íåêîòîðûé ýëåìåíò y 2 N , íàçûâàåìûé îáðàçîì ýëåìåíòà x ïðè îòîá-
ðàæåíèè f . Òî, ÷òî y ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì ýëåìåíòà x ïðè îòîáðàæå-
íèè f , îáîçíà÷àåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: y = f(x) èëè x 7! y. Äëÿ
ñàìîãî îòîáðàæåíèÿ f ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ
f : M ! N èëè f : M 3 x 7! f(x) 2 N:
ÌíîæåñòâîM ïðè ýòîì íàçûâàþò îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæå-
íèÿ f , à ìíîæåñòâî N  îáëàñòüþ çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ f .
Íàïðèìåð, îòîáðàæåíèå f : R 3 x 7! x2 2 R îòíîñèò êàæäîìó
âåùåñòâåííîìó ÷èñëó åãî êâàäðàò, îòîáðàæåíèå
f : N 3 n 7! f(n) = an 2 R
çàäàåò áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåùåñòâåííûõ ÷èñåë
a1; a2; : : : ; an; : : :
à îòîáðàæåíèå
f : f1; 2; : : : ; ng ! R; k 7! f(k) = ak
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óïîðÿäî÷åííûé íàáîð èç n âåùåñòâåííûõ ÷èñåë
(êîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü)
(a1; a2; : : : ; an):
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Îòîáðàæåíèå f : M ! N íàçûâàåòñÿ ñþðúåêòèâíûì îòîáðàæå-
íèåì, èëè ñþðúåêöèåé, èëè îòîáðàæåíèåì M íà N , åñëè äëÿ êàæ-
äîãî y 2 N íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäèí ïðîîáðàç, òî åñòü òàêîé x 2 M ,
÷òî y = f(x). Íàïðèìåð, îòîáðàæåíèÿ f : R 3 x 7! x2 2 R è
f : R 3 x 7! 2x 2 R íå ÿâëÿþòñÿ ñþðúåêòèâíûìè, ïîñêîëüêó ó îòðè-
öàòåëüíûõ ÷èñåë íåò ïðîîáðàçîâ, à îòîáðàæåíèÿ f : R 3 x 7! x3 2 R
è f : R 3 x 7! x3   x 2 R ÿâëÿþòñÿ ñþðúåêòèâíûìè, ïîñêîëüêó
óðàâíåíèÿ x3 = a è x3   x = a èìåþò ðåøåíèÿ ïðè ëþáîì a.
Îáðàçîì ïîäìíîæåñòâà K M ïðè îòîáðàæåíèè f : M ! N íà-
çûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî â N , ñîñòîÿùåå èç îáðàçîâ âñåõ ýëåìåíòîâ
ïîäìíîæåñòâà K. Äëÿ îáðàçà ïîäìíîæåñòâà K èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà-
÷åíèå f(K). Òàêèì îáðàçîì,
f(K) = fy 2 N j 9x 2 K; f(x) = yg:
Ñèìâîë 9 îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå è ÷èòàåòñÿ ¾ñóùåñòâóåò¿. Â ÷àñò-
íîñòè, f(M)  N  îáðàç (âñåãî) ìíîæåñòâàM ïðè îòîáðàæåíèè f .
Îòîáðàæåíèå f ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì, åñëè f(M) = N .
Îòîáðàæåíèå f : M ! N íàçûâàåòñÿ èíúåêòèâíûì, èëè èíú-
åêöèåé, èëè âçàèìíî îäíîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì M â N , åñëè èç
x1 6= x2 ñëåäóåò, ÷òî f(x1) 6= f(x2). Âìåñòî ñëîâà ¾ñëåäóåò¿ èñ-
ïîëüçóåòñÿ òàêæå ñèìâîë ). Óñëîâèå èíúåêòèâíîñòè îòîáðàæåíèÿ
f ïîýòîìó ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
x1 6= x2 ) f(x1) 6= f(x2):
Èç ðàññìîòðåííûõ âûøå îòîáðàæåíèé, f : R 3 x 7! x2 2 R è
f : R 3 x 7! x3   x 2 R íå ÿâëÿþòñÿ èíúåêòèâíûìè, ïîñêîëüêó â
ïåðâîì ñëó÷àå f( a) = f(a) äëÿ ëþáîãî a 2 R, à âî âòîðîì ñëó÷àå
f( 1) = f(0) = f(1) = 0. Îòîáðàæåíèÿ f : R 3 x 7! x3 2 R è
f : R 3 x 7! 2x 2 R ÿâëÿþòñÿ èíúåêòèâíûìè.
Îòîáðàæåíèå f : M ! N íàçûâàåòñÿ áèåêòèâíûì, èëè áèåêöèåé,
èëè âçàèìíî îäíîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåìM íà N , åñëè îíî ÿâëÿåò-
ñÿ è ñþðúåêòèâíûì è èíúåêòèâíûì, òî åñòü óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî
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îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâ M è N . Â
ýòîì ñëó÷àå êàæäîìó ýëåìåíòó y 2 N ñîîòâåòñòâóåò îäèí è òîëüêî
îäèí ýëåìåíò x 2M , òàêîé ÷òî y = f(x). Ïðè ýòîì îòîáðàæåíèå
f 1 : N 3 y = f(x) 7! x 2M;
îòíîñÿùåå êàæäîìó ýëåìåíòó y 2 N åãî åäèíñòâåííûé ïðîîáðàç
x 2M , íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì îòîáðàæåíèåì ê îòîáðàæåíèþ
f : M ! N . Èç ðàññìîòðåííûõ âûøå ïðèìåðîâ, áèåêòèâíûì ÿâ-
ëÿåòñÿ òîëüêî îòîáðàæåíèå f : R 3 x 7! x3 2 R. Áèåêòèâíûì
ÿâëÿåòñÿ òàêæå îòîáðàæåíèå
f : R 3 x 7! 2x 2 R+; ãäå R+ = fx 2 R jx > 0g
 ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Îáðàòíîå ê íåìó
îòîáðàæåíèå èìååò âèä
f 1 : R+ 3 x 7! log2 x 2 R :
Ïîëíûì ïðîîáðàçîì ýëåìåíòà a 2M ïðè îòîáðàæåíèè f : M !
N íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî
f 1(a) = fx 2M j f(x) = ag M:
Ïîëíûì ïðîîáðàçîì ïîäìíîæåñòâà A  M ïðè îòîáðàæåíèè f :
M ! N íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî
f 1(A) = fx 2M j f(x) 2 Ag M:
Íàïðèìåð, äëÿ îòîáðàæåíèÿ f : R 3 x 7! x3   x 2 R ïîëíûé
ïðîîáðàç f 1(0) ñîñòîèò èç òðåõ ýëåìåíòîâ: f 1(0) = f 1; 0; 1g, à
f 1(R+) = ( 1; 0) [ (1;1)  îáúåäèíåíèå äâóõ èíòåðâàëîâ.
Ïóñòü äàíû òðè ìíîæåñòâà M , N è S è äâà îòîáðàæåíèÿ f :
M ! N è g : N ! S, òîãäà åñòåñòâåííî âîçíèêàåò îòîáðàæåíèå
h : M 3 x 7! h(x) = g(f(x)) 2 S, îáðàçîâàííîå êàê ñëîæíàÿ ôóíê-
öèÿ. Ýòî îòîáðàæåíèå h íàçûâàåòñÿ êîìïîçèöèåé îòîáðàæåíèé f
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è g è îáîçíà÷àåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: h = g  f . Äëÿ îòîáðà-
æåíèÿ f : M ! N èñïîëüçóåòñÿ òàêæå ñëåäóþùàÿ ôîðìà çàïèñè:
M












òî èç íèõ ìîæíî îáðàçîâàòü äâà îòîáðàæåíèÿ èç M â T :
(  )   : M ! T è   (  ) : M ! T: (3)
Äâà îòîáðàæåíèÿ, îïðåäåëåííûå ôîðìóëàìè (3) ñîâïàäàþò. Äåé-
ñòâèòåëüíî, äëÿ âñÿêîãî x 2M ,
((  )  )(x) = (  )((x)) = (((x))) =
= ((  )(x)) = (  (  ))(x):
Òàêèì îáðàçîì, êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé àññîöèàòèâíà:
(  )   =   (  );
è ìîæíî ãîâîðèòü î êîìïîçèöèè òðåõ îòîáðàæåíèé     .
Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà M îòîáðàæåíèå
id : M 3 x 7! x 2M; x 2M;
íàçûâàåòñÿ òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì. Äëÿ åãî îáîçíà÷åíèÿ
èñïîëüçóåòñÿ òàêæå ñèìâîë idM .
Äëÿ áèåêöèè f : M ! N èìåþò ìåñòî î÷åâèäíûå ñîîòíîøåíèÿ
f 1  f = idM ; f  f 1 = idN :
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè f : x 7! y, òî f 1 : y 7! x.
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Îòíîøåíèåì íà ìíîæåñòâå M íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî R 
M  M . Åñëè (x; y) 2 R, òî ãîâîðÿò, ÷òî ýëåìåíò x íàõîäèòñÿ â
îòíîøåíèè R ê y. Âìåñòî (x; y) 2 R ïèøóò òàêæå xRy. Îòíîøåíèå
R íà ìíîæåñòâåM íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè, åñëè
îíî óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì òðåì óñëîâèÿì:
1) R  ðåôëåêñèâíî, òî åñòü xRx äëÿ âñÿêîãî x 2M ;
2) R  ñèììåòðè÷íî, òî åñòü xRy ) yRx;
3) R  òðàíçèòèâíî, òî åñòü xRy, yRz ) xRz.
Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ÷àñòî îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì. Ïðè
ýòîì òî, ÷òî ýëåìåíòû x è y íàõîäÿòñÿ â îòíîøåíèè ýêâèâàëåíòíîñòè
, îáîçíà÷àåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: x  y. Ìíîæåñòâî
[x] = fy 2M j y  xg
âñåõ ýëåìåíòîâ èç M , ýêâèâàëåíòíûõ ýëåìåíòó x 2 M , íàçûâàåòñÿ
êëàññîì ýêâèâàëåíòíîñòè ýëåìåíòà x 2 M . Î÷åâèäíî, äâà êëàññà
[x] è [z] ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî ñîâïàäàþò. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
w 2 [x] \ [z] 6= ;, òî äëÿ âñÿêîãî y 2 [z] èìååì
y  z; z  w; w  x =) y  x =) y 2 [x]:
Ïîñêîëüêó y  ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç [z], òî [z]  [x]. Ðàññóæäàÿ
àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê òîìó, ÷òî [x]  [z]. Îòñþäà ñëåäó-
åò, ÷òî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâåM ðàçáèâàåò ýòî
ìíîæåñòâî íà êëàññû. Ìíîæåñòâî ýòèõ êëàññîâ îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâî-
ëîì M= è íàçûâàåòñÿ ôàêòîð-ìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà M ïî îò-
íîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè . Êàæäûé ýëåìåíò ôàêòîð-ìíîæåñòâà
(êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè) [x] 2 M= îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ëþ-
áûì ñâîèì ïðåäñòàâèòåëåì y 2 [x]. Ïîýòîìó äëÿ çàäàíèÿ ýëåìåíòà
[x] äîñòàòî÷íî óêàçàòü íåêîòîðûé ïðåäñòàâèòåëü ýòîãî êëàññà  ýëå-
ìåíò ìíîæåñòâà M .
Ñëåäóþùèå äâà ïðèìåðà ïîêàçûâàþò, êàê ôàêòîð-ìíîæåñòâà âîç-
íèêàþò åñòåñòâåííûì îáðàçîì.
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1. Åñëè äâà âåùåñòâåííûõ ÷èñëà  è  îòëè÷àþòñÿ íà ÷èñëî, êðàò-
íîå 2, òî çíà÷åíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé íà ýòèõ ÷èñëàõ
ñîâïàäàþò: sin = sin , cos = cos . Ïîýòîìó åñòåñòâåííî ðàñ-
ñìàòðèâàòü àðãóìåíòû òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé ñ òî÷íîñòüþ
äî ñëàãàåìîãî 2k. Åñëè ââåñòè íà ìíîæåñòâå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë
R ñëåäóþùåå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè:    ,    = 2k,
òî ôàêòîð-ìíîæåñòâî R= ìîæíî áèåêòèâíî îòîáðàçèòü íà îêðóæ-
íîñòü åäèíè÷íîãî ðàäèóñà S1 = f(x; y) 2 R2 j x2 + y2 = 1g, ïîëàãàÿ
f : R= 3 [] 7! (cos; sin) 2 S1.
2. Íà ìíîæåñòâå öåëûõ ÷èñåë Z ìîæíî ââåñòè ñëåäóþùåå îòíî-
øåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè: b  c, åñëè b  c äåëèòñÿ íà n. Äâà ÷èñëà b
è c ïðè ýòîì ïîïàäàþò â îäèí êëàññ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè
èìåþò îäèíàêîâûå îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà n. Ïóñòü a 2 Z  öåëîå
÷èñëî òàêîå, ÷òî 0 6 a 6 n  1, è a = fb 2 Z j b = a + kn; k 2 Zg 
êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ÷èñëà a, òîãäà ôàêòîð-ìíîæåñòâî
Zn = Z= = f0; 1; : : : ; n  1g
íàõîäèòñÿ â áèåêòèâíîì (âçàèìíî îäíîçíà÷íîì) ñîîòâåòñòâèè ñî ìíî-
æåñòâîì îñòàòêîâ ïðè äåëåíèè íà n. Ïðè n = 2 ôàêòîð-ìíîæåñòâî
ñîñòîèò èç äâóõ êëàññîâ  ìíîæåñòâ ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ ÷èñåë.
3. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî òî÷åê ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ñèì-
âîëîì E3. Òîãäà ìíîæåñòâî ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ (óïîðÿäî÷åí-
íûõ ïàð òî÷åê) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå E3  E3. Îòíîøå-
íèå ðàâåíñòâà ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâè-
âàëåíòíîñòè  íà E3  E3. Ïîýòîìó ìíîæåñòâî ñâîáîäíûõ âåêòîðîâ
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôàêòîð-ìíîæåñòâî V3 = (E3  E3)=.
1.3 Ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè
Îäíèì èç óíèâåðñàëüíûõ ìåòîäîâ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé, â
ôîðìóëèðîâêó êîòîðûõ âõîäèò ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n,
ÿâëÿåòñÿ ìåòîä (ïðèíöèï) ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Ýòîò ìåòîä
çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî n 2 N ñôîðìóëèðîâàíî íåêîòî-
ðîå ïðåäëîæåíèå Pn è ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå äâà óòâåð-
æäåíèÿ:
1: Ïðåäëîæåíèå P1 âåðíî.
2: Åñëè ïðåäëîæåíèå Pk âåðíî, òî âåðíî è ïðåäëîæåíèå Pk+1.
Òîãäà ïðåäëîæåíèå Pn âåðíî ïðè ëþáîì n 2 N.
Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî âòîðîå óòâåðæäåíèå îçíà÷àåò òîëü-
êî, ÷òî èç ïðåäëîæåíèÿ Pk âûòåêàåò ïðåäëîæåíèå Pk+1. Íàïðèìåð,
åñëè fang, n = 1; 2; : : : ,  àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ ñ ðàçíîñòüþ 2
è ïðåäëîæåíèå Pn óòâåðæäàåò, ÷òî an äåëèòñÿ íà 2, òî óòâåðæäå-
íèå 2 ñïðàâåäëèâî: åñëè ak = 2m, òî ak+1 = ak + 2 = 2m + 2 =
2(m+ 1).
Ïðèâåäåì îáîñíîâàíèå ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Áóäåì
ðàññóæäàòü îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ n 2 N
ïðåäëîæåíèå Pn íå âåðíî. Òîãäà íàéäåòñÿ íàèìåíüøåå n = n0, òà-
êîå ÷òî Pn0 íå âåðíî. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäëîæåíèå Pn0 1 ñ íîìåðîì
n0   1 ÿâëÿåòñÿ âåðíûì, íî òîãäà èç âåðíîãî óòâåðæäåíèÿ 2 äîëæ-
íî ñëåäîâàòü, ÷òî è ïðåäëîæåíèå Pn0 ÿâëÿåòñÿ âåðíûì. Îäíî è òî æå
ïðåäëîæåíèå Pn0 íå ìîæåò áûòü è âåðíûì è íåâåðíûì. Ïðîòèâîðå-
÷èå è äîêàçûâàåò ñïðàâåäëèâîñòü ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.
Îòìåòèì, ÷òî ïðèíöèï ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè è óòâåðæäåíèå
î òîì, ÷òî âî âñÿêîì ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë åñòü íàèìåíüøèé
ýëåìåíò  ýòî ýêâèâàëåíòíûå óòâåðæäåíèÿ (êàæäîå èç íèõ ìîæåò
áûòü âûâåäåíî èç äðóãîãî), è ëþáîå èç íèõ ìîæåò áûòü âçÿòî êàê
àêñèîìà, ëåæàùàÿ â îïðåäåëåíèè ìíîæåñòâà N íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
Ïðèíöèï ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê-
æå â ñëåäóþùåé ôîðìå:
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî n 2 N ñôîðìóëèðîâàíî íåêîòî-
ðîå ïðåäëîæåíèå Pn è ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå äâà óòâåð-
æäåíèÿ:
1: Ïðåäëîæåíèå P1 âåðíî.
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2: Åñëè ïðåäëîæåíèå Pn âåðíî ïðè âñåõ n 6 k, òî âåðíî è ïðåä-
ëîæåíèå Pk+1.
Òîãäà ïðåäëîæåíèå Pn âåðíî ïðè ëþáîì n 2 N.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóê-
öèè, äîêàæåì ñëåäóþùåå òîæäåñòâî:
1
1  2 +
1
2  3 + : : :+
1




Ïðè n = 2 ýòî òîæäåñòâî âûïîëíÿåòñÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì. Äîêà-
æåì ñïðàâåäëèâîñòü ïåðåõîäà îò n = k ê n = k + 1. Îáîçíà÷èì
ñóììó â ëåâîé ÷àñòè ñèìâîëîì n. Èìååì:
k+1 = k+
1





k  (k + 1) =
(k2   1) + 1




Ñôîðìóëèðóåì íåñêîëüêî çàäà÷ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.
Çàäà÷à 1. Äîêàçàòü, ÷òî




2) 11n+2 + 122n+1 äåëèòñÿ íà 133 ïðè ëþáîì n 2 N;
3) (1 + )n > 1 + n ïðè  >  1,  6= 0, n > 1;
4) êîìïîçèöèÿ
fn  fn 1  fn 2  : : :  f3  f2  f1
îòîáðàæåíèé
M1
f1 !M2 f2 !M3 f3 ! : : : fn 2 !Mn 1 fn 1 !Mn fn !Mn+1
íå çàâèñèò îò ðàññòàíîâêè ñêîáîê.
1.4 Ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü äàíû äâà ñâîáîäíûõ âåêòîðà a è b. Îòëîæèì
âåêòîð a îò íåêîòîðîé òî÷êè A, òî åñòü âîçüìåì âåêòîð
 !
AB = a,
à çàòåì îòëîæèì âåêòîð b =
  !
BC îò êîíöà âåêòîðà
 !
AB. Íàçîâåì










Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî âåêòîð c = a + b íå çàâèñèò îò âûáîðà
íà÷àëüíîé òî÷êè A.
Ñôîðìóëèðîâàííîå ïðàâèëî ñëîæåíèÿ ñâîáîäíûõ âåêòîðîâ íàçû-







Îòîáðàæåíèå+ : V3V3 ! V3, îòíîñÿùåå ïàðå ñâîáîäíûõ âåêòîðîâ
èõ ñóììó, fa;bg 7! a+b, íàçûâàåòñÿ îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ.
Ýòà îïåðàöèÿ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
1. a+ b = b+ a (êîììóòàòèâíîñòü);
2. (a+ b) + c = a+ (b+ c) (àññîöèàòèâíîñòü);
3. ñóùåñòâóåò âåêòîð 0, íàçûâàåìûé íóëåâûì âåêòîðîì, òàêîé
÷òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà a âûïîëíÿåòñÿ a+ 0 = a;
4. äëÿ ëþáîãî âåêòîðà a ñóùåñòâóåò âåêòîð b, òàêîé ÷òî a+b =
0, ýòîò âåêòîð îáîçíà÷àåòñÿ b =  a è íàçûâàåòñÿ ïðîòèâîïîëîæ-
íûì ê a âåêòîðîì.
Äîêàçàòåëüñòâà ñâîéñòâ 1 è 2 î÷åâèäíû èç ñëåäóþùèõ ðèñóí-
êîâ 6 è 7. Ôîðìàëüíî, èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèè ñëîæåíèÿ













































Èç ðèñóíêà 6 ëåãêî óñìàòðèâàåòñÿ ïðàâèëî ïàðàëëåëîãðàììà äëÿ
ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ: ñóììà a+b =
 !
OC  äèàãîíàëü ïàðàëëåëîãðàì-
ìà OACB ñî ñòîðîíàìè
 !
OA = a è
  !
OB = b.
Âåêòîð 0  ýòî êëàññ íóëåâûõ âåêòîðîâ, à âåêòîð  a èìååò òó
æå äëèíó, ÷òî è âåêòîð a, è ïðîòèâîïîëîæíîå íàïðàâëåíèå, òî åñòü,
åñëè a =
 !
AB, òî  a =  !BA.











çóëüòàò âû÷èñëåíèÿ ñóììû n âåê-
òîðîâ a1+a2+ : : :+an íå çàâèñèò
îò ðàññòàíîâêè ñêîáîê (ïî îïðå-
äåëåíèþ ìû ìîæåì ñêëàäûâàòü
òîëüêî äâà âåêòîðà!), è äëÿ íà-
õîæäåíèÿ ñóììû a1 + a2 + : : : +
an ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäó-
þùèì ïðàâèëîì çàìûêàíèÿ ëîìà-
íîé: îòëîæèòü âåêòîð a1 =
  !
AB1
îò íåêîòîðîé òî÷êè A, çàòåì îò êîíöà âåêòîðà a1 îòëîæèòü âåêòîð
a2 =
   !
B1B2, çàòåì îò êîíöà âåêòîðà a2 îòëîæèòü âåêòîð a3 =
   !
B2B3 è
òàê äàëåå . . . , îò êîíöà âåêòîðà ak îòëîæèòü âåêòîð ak+1 =
    !
BkBk+1
(k = 3; 4; : : : ; n  1), òîãäà a1 + a2 + : : :+ an =   !ABn. Ñì. ðèñóíîê 8.
Èç ñâîéñòâà 4 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ a è b óðàâíåíèå
a + x = b èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x = b + ( a), ýòîò âåê-
òîð íàçûâàåòñÿ ðàçíîñòüþ âåêòîðîâ b è a è îáîçíà÷àåòñÿ x = b a.
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Èç ïðàâèëà ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ âûòåêà-
åò ñëåäóþùåå ïðàâèëî äëÿ íàõîæäåíèÿ
ðàçíîñòè b a: åñëè îòëîæèòü âåêòîðû











Îïðåäåëåíèå. Ïðîèçâåäåíèåì âåùåñòâåííîãî ÷èñëà  è âåêòîðà
a íàçûâàåòñÿ âåêòîð a, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåìûé ñëåäóþùèìè
óñëîâèÿìè: 1) jaj = jjjaj, 2) a "" a, åñëè  > 0, a 6= 0, è a "# a,
åñëè  < 0, a 6= 0.
Îòîáðàæåíèå  : R  V3 ! V3, îòíîñÿùåå ïàðå, ñîñòîÿùåé èç
âåùåñòâåííîãî ÷èñëà è âåêòîðà, èõ ïðîèçâåäåíèå, f; ag 7!   a =
a, íàçûâàåòñÿ îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëî. Íå òðóäíî
ïðîâåðèòü, ÷òî ýòà îïåðàöèÿ îáëàäàåò ñâîéñòâàìè
5. (a+ b) = a+ b (äèñòðèáóòèâíîñòü îòíîñèòåëüíî ñëîæå-
íèÿ âåêòîðîâ);
6. (+ )a = a+ a (äèñòðèáóòèâíîñòü îòíîñèòåëüíî ñëîæå-
íèÿ ÷èñåë);
7. ()a = (a);
8. 1  a = a,
êîòîðûå ìû âûäåëèì îñîáî, à òàêæå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
0  a = 0;   0 = 0; ( 1)  a =  a; (4)
êîòîðûå ìîæíî âûâåñòè ôîðìàëüíî èç ñâîéñòâ 5 8.
Èç îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ÷èñëà íà âåêòîð âûòåêàåò,
êðîìå òîãî, ñëåäóþùåå ñâîéñòâî êîëëèíåàðíûõ âåêòîðîâ:
Ïðåäëîæåíèå. Åñëè bjja è a 6= 0, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå




jaja ïðè a "" b è b =  
jbj
jaja ïðè a "# b:
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Îïðåäåëåíèå. Åñëè a 6= 0 è b = a, òî ÷èñëî  íàçûâàåòñÿ






Ðåêîìåíäóåìàÿ ëèòåðàòóðà: [11], ëåêöèè 1, 2; [1], ãëàâà I, 1.
2 Êîîðäèíàòû âåêòîðîâ
2.1 Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî
Ïîíÿòèå âåêòîðà îêàçûâàåòñÿ î÷åíü óäîáíûì äëÿ àêñèîìàòèçàöèè
ãåîìåòðèè. Ðàññìîòðåííûå âûøå ñâîéñòâà 1 8 îïåðàöèé ñëîæåíèÿ
âåêòîðîâ è óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëî ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåìó
îïðåäåëåíèþ:
Îïðåäåëåíèå. Âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì (íàä ïîëåì âåùåñòâåí-
íûõ ÷èñåë) íàçûâàåòñÿ òðîéêà (V;+;  ), ñîñòîÿùàÿ èç íåêîòîðîãî
ìíîæåñòâà V è äâóõ îòîáðàæåíèé: îòîáðàæåíèÿ
+ : V V 3 fa;bg 7! a+ b 2 V;
îòíîñÿùåãî ïàðå ýëåìåíòîâ fa;bg èç V íåêîòîðûé òðåòèé ýëå-
ìåíò c = a + b ýòîãî ìíîæåñòâà, íàçûâàåìûé ñóììîé a è b, è
îòîáðàæåíèÿ
 : RV 3 f; ag 7!   a = a 2 V;
îòíîñÿùåãî ïàðå f; ag, ñîñòîÿùåé èç âåùåñòâåííîãî ÷èñëà  è
ýëåìåíòà a ìíîæåñòâà V, íåêîòîðûé ýëåìåíò b = a ìíîæå-
ñòâà V, íàçûâàåìûé ïðîèçâåäåíèåì  è a, êîòîðûå îáëàäàþò âû-
øåóêàçàííûìè ñâîéñòâàìè 1 8.
Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà V ïðè ýòîì íàçûâàþò âåêòîðàìè (â àá-
ñòðàêòíîì ñìûñëå ñëîâà). Äëÿ êðàòêîñòè çàïèñè âåêòîðíîå ïðîñò-
ðàíñòâî (V;+;  ) îáîçíà÷àþò îäíèì ñèìâîëîì V.
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Òàêèì îáðàçîì, ñâîéñòâà 1 8 ÿâëÿþòñÿ àêñèîìàìè â àáñòðàêò-
íîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V.
Ïîìèìî ñâîéñòâ 1 8, êîòîðûìè îïåðàöèè ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ è
óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëî â àáñòðàêòíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñò-
âå V îáëàäàþò ïî îïðåäåëåíèþ, ýòè îïåðàöèè îáëàäàþò è äðóãèìè
ñâîéñòâàìè îïåðàöèé ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ è óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà
÷èñëî â ãåîìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå. Íî ýòè (äðóãèå) ñâîéñòâà â
àáñòðàêòíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå âûòåêàþò èç ñâîéñòâ 1 8,
òî åñòü ÿâëÿþòñÿ ôîðìàëüíûìè ñëåäñòâèÿìè ñâîéñòâ 1 8.
Ïðåäëîæåíèå. Â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V èìååòñÿ òîëüêî
îäèí íóëåâîé âåêòîð 0, òî åñòü åñëè äâà âåêòîðà 01 è 02 óäîâëå-
òâîðÿþò àêñèîìå 3, òî 01 = 02.
Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê êàæäûé èç âåêòîðîâ 01 è 02 óäîâëåòâî-
ðÿåò àêñèîìå 3, à ñëîæåíèå âåêòîðîâ êîììóòàòèâíî (àêñèîìà 1),
òî
01 = 01 + 02 = 02:
Ïðåäëîæåíèå. Â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V èìååòñÿ òîëüêî
îäèí âåêòîð  a, ïðîòèâîïîëîæíûé âåêòîðó a, òî åñòü åñëè äâà
âåêòîðà ( a)1 è ( a)2 óäîâëåòâîðÿþò àêñèîìå 4, òî ( a)1 =
( a)2.
Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê êàæäûé èç âåêòîðîâ ( a)1 è ( a)2 óäî-
âëåòâîðÿåò àêñèîìå 4, à ñëîæåíèå âåêòîðîâ àññîöèàòèâíî (àêñèî-
ìà 2), òî
( a)1 = ( a)1 + 0 = ( a)1 + (a+ ( a)2) =
= (( a)1 + a) + ( a)2 = 0+ ( a)2 = ( a)2:
Èç àêñèîìû 4 ñëåäóåò, ÷òî (êàê è â ñëó÷àå ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðî-
ñòðàíñòâà) äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ a è b âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V
óðàâíåíèå a + x = b èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x = b + ( a).
Â ÷àñòíîñòè, ðàâåíñòâî a+ x = a âëå÷åò x = 0.
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Ïðåäëîæåíèå. Îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëî â âåêòîð-
íîì ïðîñòðàíñòâåV îáëàäàåò ñâîéñòâàìè (4), òî åñòü äëÿ ëþáîãî
a 2 V è ëþáîãî  2 R èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:
0  a = 0;   0 = 0; ( 1)  a =  a: (5)
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå ðàâåíñòâî (5) ñëåäóåò èç àêñèîì 8, 6 è
åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ x = 0 óðàâíåíèÿ a+ x = a:
a = 1  a = (1 + 0)a = 1  a+ 0  a = a+ 0  a:
Âòîðîå ðàâåíñòâî (5) ñëåäóåò èç àêñèîìû 7 è ïåðâîãî ðàâåíñòâà (5):
  0 = (0  a) = (  0)a = 0  a = 0:
Òðåòüå ðàâåíñòâî (5) äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
( 1) a+a = ( 1) a+1 a = (( 1)+1) a = 0 a ) ( 1) a =  a:
Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå, èñïîëüçóÿ ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè,
÷òî ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèÿ ñóììû n âåêòîðîâ
a1 + a2 + : : :+ an (6)
â ïðîèçâîëüíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V íå çàâèñèò îò ðàññòàíîâ-
êè ñêîáîê.
Óêàçàíèå. Îñíîâàíèåì èíäóêöèè (ïðè n = 3) ÿâëÿåòñÿ àêñèîìà 2
àññîöèàòèâíîñòè ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ. Ïåðåõîä îò ñóììû k âåêòîðîâ
ê ñóììå k+ 1 âåêòîðà îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â çàâè-
ñèìîñòè îò ïîðÿäêà îñóùåñòâëåíèÿ äåéñòâèé (ñëîæåíèÿ äâóõ âåêòî-
ðîâ), âñåãî èìååòñÿ k! ñïîñîáîâ âû÷èñëåíèÿ ñóììû (6) ïðè n = k+1.
Ïî òîìó, êàêîå äåéñòâèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðâûì, âñå ýòè ñïîñîáû
ðàçáèâàþòñÿ íà k êëàññîâ C1; : : : ; Ck (â êëàññå Ci ïåðâîå äåéñòâèå 
ñëîæåíèå ai + ai+1). Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè âñå ñïîñîáû âû-
÷èñëåíèÿ ñóììû, ïðèíàäëåæàùèå îäíîìó êëàññó, äàþò îäèí è òîò
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æå ðåçóëüòàò. Íî ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè îäèí è òîò æå ðåçóëü-
òàò äàþò òàêæå ëþáûå äâà ñïîñîáà, íà÷èíàþùèåñÿ ñ (ai+ai+1)+ai+2
è ñ ai+(ai+1+ai+2), òî åñòü ëþáûå äâà ñïîñîáà èç êëàññîâ Ci è Ci+1
ïðèâîäÿò ê îäíîìó ðåçóëüòàòó.
2.2 Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü âåêòîðîâ
Ïðîäîëæàåì ðàññìàòðèâàòü ïðîèçâîëüíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâîV.
Îïðåäåëåíèÿ. Ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ a1; a2; : : : ; ak ñ
êîýôôèöèåíòàìè 1; 2; : : : ; k íàçûâàåòñÿ âåêòîð
1a1 + 
2a2 + : : :+ 
kak:
Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ, âñå êîýôôèöèåíòû êîòîðîé ðàâíû íóëþ:
1 = 2 = : : : = k = 0, íàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíîé. Î÷åâèäíî,
òðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ëþáûõ âåêòîðîâ a1; a2; : : : ; ak
ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì âåêòîðîì 0.
Âåêòîðû a1; a2; : : : ; ak íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûìè, åñëè
ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ýòèõ âåêòîðîâ
ðàâíàÿ íóëåâîìó âåêòîðó:
1a1 + 
2a2 + : : :+ 
kak = 0:
Åñëè æå íóëåâîìó âåêòîðó ðàâíà òîëüêî òðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ
êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ a1; a2; : : : ; ak, òî ýòè âåêòîðû íàçûâàþòñÿ
ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè âåêòî-
ðîâ, âåêòîðû a1; a2; : : : ; ak ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà
1a1 + 
2a2 + : : :+ 
kak = 0 =) 1 = 2 = : : : = k = 0: (7)
Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü âåêòîðîâ äîêàçûâàåòñÿ
èìåííî óñòàíîâëåíèåì èìïëèêàöèè (7).
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Ñâîéñòâà ëèíåéíî çàâèñèìûõ ñèñòåì âåêòîðîâ
1) Âåêòîðû a1; a2; : : : ; ak ëèíåéíî çàâèñèìû òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà îäèí èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé äðóãèõ.
Äîêàçàòåëüñòâî.
¾(¿ Åñëè a1 = 2a2+ : : :+kak, òî ( 1)a1+2a2+ : : :+kak = 0.
¾)¿ Åñëè 1a1 + 2a2 + : : : + kak = 0 è, íàïðèìåð, 1 6= 0, òî
a1 =  (2=1)a2   : : :  (k=1)ak.
2) Åñëè ñðåäè âåêòîðîâ a1; a2; : : : ; ak èìååòñÿ íóëåâîé, òî ýòè
âåêòîðû ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûìè.
Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ñâîéñòâà î÷åâèäíî: åñëè, íàïðèìåð, a1 = 0,
òî 1a1+0a2+: : :+0ak = 0 íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ,
ðàâíàÿ íóëåâîìó âåêòîðó.
3) Åñëè ê ëèíåéíî çàâèñèìûì âåêòîðàì a1; a2; : : : ; ak äîáàâèòü
ëþáûå âåêòîðû b1;b2; : : : ;bm, òî ñèñòåìà âåêòîðîâ a1; a2; : : : ; ak,
b1;b2; : : : ;bm áóäåò ëèíåéíî çàâèñèìîé.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè 1a1+
2a2+: : :+
kak = 0  íåòðèâèàëüíàÿ
ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ, òî 1a1+
2a2+: : :+
kak+0b1+: : :+0bm = 0
 íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ, ðàâíàÿ íóëåâîìó âåêòîðó.
4) Îäèí âåêòîð a ëèíåéíî çàâèñèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îí íóëåâîé: a = 0.
Äåéñòâèòåëüíî, 1  0 = 0, ïîýòîìó íóëåâîé âåêòîð ëèíåéíî çàâè-
ñèì. Åñëè æå a = 0 è  6= 0, òî a = 10 = 0.
Â ïðîñòðàíñòâå V3 ñâîáîäíûõ âåêòîðîâ ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîñò-
ðàíñòâà, êðîìå òîãî, âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:
5) Äâà âåêòîðà a1; a2 ëèíåéíî çàâèñèìû òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îíè êîëëèíåàðíû: a1jja2.
6) Òðè âåêòîðà a1; a2; a3 ëèíåéíî çàâèñèìû òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà îíè ïàðàëëåëüíû îäíîé ïëîñêîñòè.
Òàêèå âåêòîðû íàçûâàþòñÿ êîìïëàíàðíûìè. Íóëåâîé âåêòîð ñ÷è-
òàåòñÿ ïàðàëëåëüíûì âñÿêîé ïëîñêîñòè.
7) Ëþáûå ÷åòûðå âåêòîðà a1; a2; a3; a4 ëèíåéíî çàâèñèìû. Ïðè
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äîêàçàòåëüñòâå ýòîãî ñâîéñòâà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âåêòîðû a1, a2,
a3  ëèíåéíî íåçàâèñèìû (â ñëó÷àå, êîãäà îíè ëèíåéíî çàâèñèìû,
óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî). Îòëîæèì âñå ÷åòûðå âåêòîðà îò îäíîé òî÷-
êè O. Ïóñòü ai =
  !
OAi, i = 1; 2; 3; 4. Ñïðîåêòèðóåì çàòåì òî÷êó A4 íà
êàæäóþ èç ïðÿìûõ OA1, OA2 è OA3 ïàðàëëåëüíî ïëîñêîñòè, ñîäåð-
æàùåé äâå äðóãèå ïðÿìûå. Ïóñòü ïðîåêöèÿìè òî÷êè A4 ÿâëÿþòñÿ





















OAi êîëëèíåàðíû, òî íàéäóòñÿ òàêèå ÷èñëà
















Ïðåäëîæåíèå (Îñíîâíàÿ ëåììà î ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè âåêòî-
ðîâ). Ïóñòü â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V çàäàíû äâà íàáîðà âåê-
òîðîâ fa1; a2; : : : ; ang è fb1;b2; : : : ;bmg, è ïóñòü ïðè ýòîì êàæäûé
âåêòîð ïåðâîãî íàáîðà ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç âåêòîðû âòîðî-




b2 + : : : + 
m
 bm,  = 1; 2; : : : ; n,
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Òîãäà ïðè n > m âåêòîðû fa1; a2; : : : ; ang ëèíåéíî çàâèñèìû.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ïî
÷èñëó m âåêòîðîâ â íàáîðå fb1;b2; : : : ;bmg.
Ïðè m = 1 èìååì a = 
1
b1,  = 1; 2; : : : ; n. Åñëè a1 = 0, òî
âåêòîðû a ëèíåéíî çàâèñèìû ïî ñâîéñòâó 2). Åñëè æå a1 6= 0, òî
èç a1 = 
1
1b1 ñëåäóåò, ÷òî 
1
1 6= 0 è b1 6= 0, íî òîãäà èç ðàâåíñòâ
a1 = 
1
1b1 è a2 = 
1
2b1 ñëåäóåò, ÷òî 
1
1a2 12a1 = 0  íåòðèâèàëüíàÿ
ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ, ðàâíàÿ íóëþ.
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî ïðè âñåõ
m 6 k, è äîêàæåì, ÷òî îíî ñïðàâåäëèâî è ïðèm = k+1. Ïóñòü èìååò
ìåñòî íàáîð ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé (8), ãäå m = k+1 è n > m. Åñëè
âñå êîýôôèöèåíòû ïðè âåêòîðå b1 â ëèíåéíûõ êîìáèíàöèÿõ (8) ðàâ-
íû íóëþ: 11 = 
1
2 = : : : = 
1
k+1 = 0, òî âåêòîðû a,  = 1; 2; : : : ; n,
ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè k âåêòîðîâ b2; : : : ;bk+1 è, ñëå-
äîâàòåëüíî, ëèíåéíî çàâèñèìû ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè. Ïóñòü
òåïåðü ñðåäè êîýôôèöèåíòîâ 1 â êîìáèíàöèÿõ (8) èìååòñÿ íåíóëå-
âîé. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî 11 6= 0 (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïåðåíóìåðóåì








a1;  = 2; : : : ; n: (9)
Ïîäñòàâëÿÿ â ôîðìóëû (9) ëèíåéíûå êîìáèíàöèè (8), ïîëó÷èì ïðåä-
ñòàâëåíèÿ âåêòîðîâ c2; : : : ; cn â âèäå ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé âåêòîðîâ
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b2; : : : ;bk+1: 8><>:
c2 = 
2
2b2 + : : :+ 
k+1
2 bk+1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
cn = 
2




Ïîñêîëüêó íàáîð fc2; : : : ; cng ñîñòîèò èç (n  1)-ãî âåêòîðà, à íàáîð
fb2; : : : ;bk+1g ñîñòîèò èç k âåêòîðîâ, è n   1 > k, òî ïî ïðåäïîëî-
æåíèþ èíäóêöèè âåêòîðû c2; : : : ; cn ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûìè,
òî åñòü èìååòñÿ íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ ýòîãî
íàáîðà, ðàâíàÿ íóëþ:
2c2 + : : :+ 
ncn = 0: (11)



















Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (12), ïîëó÷èì íåòðè-
âèàëüíóþ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ âåêòîðîâ a,  = 1; 2; : : : ; n. 
Ïîäðîáíîå ðàññìîòðåíèå ñâîéñòâ ñèñòåì âåêòîðîâ ìîæíî íàéòè â
ðåêîìåíäóåìîé íèæå ëèòåðàòóðå.
Ðåêîìåíäóåìàÿ ëèòåðàòóðà: [11], ëåêöèÿ 2; [1], ãëàâà XI, 1; [7],
ãëàâà II, 1; [5], ãëàâà I.
Îïðåäåëåíèå. Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V íàçûâàåòñÿ n-ìåð-
íûì (ïðîñòðàíñòâîì ðàçìåðíîñòè n), åñëè â ýòîì ïðîñòðàíñòâå
âûïîëíÿþòñÿ äâå ñëåäóþùèå àêñèîìû:
9. Ñóùåñòâóþò n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ.
10. Ëþáîé íàáîð èç (n + 1)-ãî âåêòîðà ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî çàâè-
ñèìûì.
×èñëî n íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà V è îáîçíà÷à-
åòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: n = dimV.
Åñëè äëÿ ëþáîãî n â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V ñóùåñòâóþò n
ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ, ýòî ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ áåñêî-
íå÷íîìåðíûì. Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, èìåþùåå êîíå÷íóþ ðàçìåð-
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íîñòü, íàçûâàþò òàêæå êîíå÷íîìåðíûì. Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ âåêòîðíî-
ãî ïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè n ïðèíÿòî èñïîëüçîâàòü ñèìâîë Vn.
Òàêèì îáðàçîì, ñâîáîäíûå âåêòîðû ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàí-
ñòâà îáðàçóþò 3-ìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, ñâîáîäíûå âåêòî-
ðû ãåîìåòðè÷åñêîé ïëîñêîñòè  2-ìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî,
à ñâîáîäíûå âåêòîðû ïðÿìîé  1-ìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî.
Ïðèìåðîì áåñêîíå÷íîìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ìîæåò
ñëóæèòü ìíîæåñòâî C[a; b] íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà
îòðåçêå [a; b], ñ îáû÷íûìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ ôóíêöèé è óìíîæå-
íèÿ ôóíêöèè íà ÷èñëî. Ïðè ëþáîì n 2 N ìíîãî÷ëåíû x; x2; : : : ; xn
îáðàçóþò ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó.




n 1 + : : :+ an 1x+ an; n 2 N; ai 2 R; i = 0; 1; : : : ; n;
è îáû÷íûìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ è óìíîæåíèÿ ìíî-
ãî÷ëåíà íà ÷èñëî òàêæå ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîìåðíûì âåêòîðíûì ïðî-
ñòðàíñòâîì.
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü V  âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Ïîäìíîæå-
ñòâî W  V íàçûâàåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì â V, åñëè äëÿ ëþáûõ
a;b 2W è äëÿ ëþáîãî  2 R âûïîëíÿåòñÿ:
a+ b 2W; a 2W:
Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî îïåðàöèè
+ : V V! V è  : RV! V
èíäóöèðóþò îòîáðàæåíèÿ
+ :W W!W è  : RW!W
(òî÷íåå áûëî áû îáîçíà÷èòü ýòè îòîáðàæåíèÿ +W è W), è òðîéêà
(W;+; ) ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì. Åñëè dimV = n, òî,
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êàê ýòî ñëåäóåò èç ñâîéñòâ ëèíåéíî çàâèñèìûõ ñèñòåì,
dimW 6 dimV.
Íàïðèìåð, ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ, ñòåïåíü êîòîðûõ íå ïðå-
âûøàåò äàííîãî ÷èñëà m 2 N, îáðàçóåò ïîäïðîñòðàíñòâî â ïðîñò-
ðàíñòâå âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ R[x].
Ïóñòü   íåêîòîðàÿ ïëîñêîñòü, à `  íåêîòîðàÿ ïðÿìàÿ â ãåîìåò-
ðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, òîãäà âåêòîðû ïðîñòðàíñòâà, ïàðàëëåëüíûå
ïëîñêîñòè , îáðàçóþò äâóìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî V2()  V3, à
âåêòîðû, ïàðàëëåëüíûå `,  îäíîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî V1(`) 
V3. Ýòè ïîäïðîñòðàíñòâà íàçûâàþòñÿ íàïðàâëÿþùèìè ïîäïðîñòðàí-
ñòâàìè ïëîñêîñòè  è ïðÿìîé ` ñîîòâåòñòâåííî.
2.3 Áàçèñ â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå
Îïðåäåëåíèå. Áàçèñîì â n-ìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå Vn
íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííûé íàáîð fe1; e2; : : : ; eng = feig, i = 1; : : : ; n,
èç n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ.
Ëþáîé âåêòîð a 2 Vn îáðàçóåò ñ âåêòîðàìè áàçèñà ñèñòåìó, ñî-
ñòîÿùóþ èç (n+1)-ãî âåêòîðà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìîé
ïî àêñèîìå 10. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíàÿ ëè-
íåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
1e1 + 
2e2 + : : :+ 
nen + a = 0:
Â ýòîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè  íå ìîæåò ðàâíÿòüñÿ íóëþ. Ïîäåëèâ
åå íà , ïðåäñòàâèì âåêòîð a â âèäå
a = a1e1 + a





Èç îñíîâíîé ëåììû î ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ñëåäóåò, ÷òî â n-ìåð-
íîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå Vn íå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü íàáîðà èç
m < n âåêòîðîâ, ÷åðåç êîòîðûå ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ëþáîé âåêòîð
èç Vn.
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Çàìå÷àíèå (Ïðàâèëî ñóììèðîâàíèÿ Ýéíøòåéíà). Â ãåîìåòðèè è
ëèíåéíîé àëãåáðå ïðèíÿòî ñóììû âèäà (13) çàïèñûâàòü, îïóñêàÿ





ïî êàæäîé ïàðå îäèíàêîâûõ èíäåêñîâ, èç êîòîðûõ îäèí ñòîèò âíèçó,
à äðóãîé íàâåðõó, ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóììèðîâàíèå ïî âñåé èõ îáëàñòè
èçìåíåíèÿ.
Êîýôôèöèåíòû fa1; a2; : : : ; ang = faig ðàçëîæåíèÿ (13) âåêòîðà a
ïî áàçèñó feig íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòàìè âåêòîðà a â áàçèñå (èëè
îòíîñèòåëüíî áàçèñà) feig.
Ïðåäëîæåíèå. Êîîðäèíàòû âåêòîðà îòíîñèòåëüíî äàííîãî áà-
çèñà îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî.
Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèâ, ÷òî a = aiei = b
iei, ïîëó÷èì a
iei 
biei = 0, îòêóäà (a
i   bi)ei = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, òàê êàê âåêòîðû
áàçèñà íå ìîãóò áûòü ëèíåéíî çàâèñèìûìè, ai   bi = 0 ïðè âñåõ
i = 1; : : : ; n.
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå íåìåäëåííî ñëåäóåò èç îäíîçíà÷íîé îïðå-
äåëåííîñòè êîîðäèíàò âåêòîðîâ:
Ïðåäëîæåíèå. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:
1) c = a+ b () ci = ai + bi; i = 1; : : : ; n;
2) a = b () ai = bi; i = 1; : : : ; n;
3) b = 1a1 + 
2a2 + : : : + 
kak () bi = 1ai1 + 2ai2 + : : : + kaik;
i = 1; : : : ; n.
Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n èìååòñÿ ¾ñòàíäàðòíîå¿ âåê-
òîðíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n. Ýòî ïðîñòðàíñòâî Rn, ýëåìåí-
òàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ n-ñòðîêè faig = fa1; : : : ; ang, ñîñòîÿùèå èç
âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, ñî ñëåäóþùèìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíî-
æåíèÿ íà ÷èñëî:
faig+ fbig = fai + big; faig = faig:
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Ñòàíäàðòíûé áàçèñ â ýòîì ïðîñòðàíñòâå îáðàçóþò ñëåäóþùèå ñòðî-
êè: fei = f0; : : : ; 1; : : : ; 0gg, ãäå â ñòðîêå ei åäèíèöà ñòîèò íà
i-òîì ìåñòå, à îñòàëüíûå ýëåìåíòû ýòîé ñòðîêè íóëåâûå. Ïðè ýòîì
faig = akek = a1e1 + a2e2 + : : :+ anen.
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü V èW  âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà. Îòîá-
ðàæåíèå ' : V ! W íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè îíî óäîâëåòâî-
ðÿåò ñëåäóþùèì äâóì óñëîâèÿì:









Çàìå÷àíèå. Î÷åâèäíî, îòîáðàæåíèå ' : V !W ÿâëÿåòñÿ ëèíåé-
íûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè
b = 1a1+
2a2+ : : :+
kak âûïîëíÿåòñÿ '(b) = 
1'(a1)+
2'(a2)+
: : :+ k'(ak).
Ïîëå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæå-
íèÿ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ 1-ìåðíûì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì. Êàê ñëåä-
ñòâèå èç äîêàçàííûõ âûøå ïðåäëîæåíèé, ïîëó÷àåì
Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü feig, i = 1; : : : ; n,  áàçèñ â âåêòîðíîì
ïðîñòðàíñòâå Vn. Òîãäà îòîáðàæåíèå e
i : Vn 3 a 7! ai 2 R, îò-
íîñÿùåå âåêòîðó a åãî i-òóþ êîîðäèíàòó ai îòíîñèòåëüíî ýòîãî













Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü V, V0 è V00  âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà, à
' : V! V0 è  : V0 ! V00  ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ. Òîãäà êîìïî-
çèöèÿ   ' : V! V00 òàêæå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì.
Äåéñòâèòåëüíî, ïåðâîå óñëîâèå ëèíåéíîñòè, íàïðèìåð, ïðîâåðÿ-
åòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: (  ')(a+ b) =  ('(a+ b)) =  ('(a) +
'(b)) =  ('(a)) +  ('(b)) = (  ')(a) + (  ')(b).
Îïðåäåëåíèå. Âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ' :
V ! W íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Åñëè ñóùåñòâóåò èçîìîð-
ôèçì ' : V ! W, òî âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà V è W íàçû-
âàþòñÿ èçîìîðôíûìè.
Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå î÷åâèäíîå ïðåäëîæåíèå.
Ïðåäëîæåíèå.
1) Ïóñòü ' : V! V0 è  : V0 ! V00  èçîìîðôèçìû âåêòîðíûõ
ïðîñòðàíñòâ. Òîãäà îáðàòíîå îòîáðàæåíèå ' 1 : V0 ! V è êîì-
ïîçèöèÿ   ' : V! V00  èçîìîðôèçìû âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ.
2) Îòîáðàæåíèå feig : Vn 3 a 7! faig = fa1; : : : ; ang 2 Rn, îò-
íîñÿùåå âåêòîðó a íàáîð åãî êîîðäèíàò faig îòíîñèòåëüíî íåêî-
òîðîãî áàçèñà feig,  èçîìîðôèçì.
Ñëåäñòâèå. Ëþáûå äâà âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâà îäíîé ðàçìåð-
íîñòè Vn è Wn èçîìîðôíû.
Äåéñòâèòåëüíî, êàæäîå èç íèõ èçîìîðôíî ïðîñòðàíñòâó Rn. Âû-
áèðàÿ áàçèñû feig â ïðîñòðàíñòâå Vn è fe0ig â ïðîñòðàíñòâå Wn,
èçîìîðôèçì ìåæäó Vn è Wn ìîæíî ïîëó÷èòü, óñòàíàâëèâàÿ ñîîò-
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âåòñòâèå ìåæäó âåêòîðàìè ñ îäèíàêîâûìè êîîðäèíàòàìè ïî îòíî-
øåíèþ ê âûáðàííûì áàçèñàì:
Vn 3 aiei 7! aie0i 2Wn:
Òàêèì îáðàçîì, ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà, ñóùåñòâóåò òîëüêî
îäíî âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n. Â ÷àñòíîñòè, âñå âåê-
òîðíûå ïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè 3 èçîìîðôíû ïðîñòðàíñòâó ñâî-
áîäíûõ âåêòîðîâ ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà è âåêòîðíîìó ïðî-
ñòðàíñòâó R3.
Â ãåîìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå áàçèñ îáðàçóþò ëþáûå òðè íåêîì-
ïëàíàðíûõ âåêòîðà fe1; e2; e3g, à íà ïëîñêîñòè  ëþáûå äâà íåêîë-
ëèíåàðíûõ âåêòîðà fe1; e2g. Ïðîèçâîëüíûé âåêòîð a ïðè ýòîì ìî-
æåò áûòü ïðåäñòàâëåí ñîîòâåòñòâåííî â âèäå a = a1e1 + a
2e2 + a
3e3













Ïåðâûé èç äâóõ ïðåäñòàâëåííûõ âûøå ðèñóíêîâ ïðåäñòàâëÿåò íà
ñàìîì äåëå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå (ïðîåêöèþ) òðåõìåðíîãî âåêòîð-
íîãî ïðîñòðàíñòâà íà ïëîñêîñòü. Ëèíåéíî íåçàâèñèìûå âåêòîðû e1,
e2 è e3 òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà îòîáðàæåíû íà òðè âåêòîðà (íåîá-
õîäèìî ëèíåéíî çàâèñèìûå), ëåæàùèå íà ïëîñêîñòè. Ïîëüçóÿñü ëè-









Íà ðèñóíêå 14 ïðåäñòàâëåíà ïðîåêöèÿ ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå è êîîðäèíàòíîãî ÷åòû-
ðåõìåðíîãî êóáà ñ ðåáðîì äëèíû åäèíèöà íà ïëîñêîñòü.
2.4 Ïðèìåðû
Îñíîâíîé èäååé ïðè îòûñêàíèè íåèçâåñòíîãî âåêòîðà
 !
AB ÿâëÿåòñÿ, â





M2M3, : : : ,
   !









M2M3 + : : :+
   !
MkB.
Çàäà÷à 3. Â òðåóãîëüíèêåABC:
AF  ìåäèàíà, àE  öåíòð òÿæå-
























































































AC). Òàêèì îáðàçîì, óñëî-
âèÿì çàäà÷è óäîâëåòâîðÿåò îäíà













Äîêàçàòü, ÷òî äèàãîíàëü OD ýòîãî ïàðàëëåëåïèïåäà ïðîõîäèò ÷åðåç





















































Çàäà÷à 6. Äîêàçàòü, ÷òî ñòîðîíû AB è DC ÷åòûðåõóãîëüíèêà
ABCD ïàðàëëåëüíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îòðåçîê MN , ñî-
åäèíÿþùèé ñåðåäèíû èõ ñòîðîí, ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó O ïåðåñå÷å-
íèÿ äèàãîíàëåé.
Ðåøåíèå. Ñì. ðèñóíîê 18. Ðàññìîòðèì áàçèñ íà ïëîñêîñòè, ñî-
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ñòîÿùèé èç âåêòîðîâ e1 =
 !




OC = e1 è  !

































AB = f 1; 1g;   !DC = f; g:
Îòñþäà:
  !








Ðåêîìåíäóåìàÿ ëèòåðàòóðà: [11], ëåêöèè 3, 4, 5; [1], ãëàâà I, 4;
ãëàâà XI, 2, 3, 4.
Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ: [3], 1159, 1160, 1162, 1164, 1171, 1172, 1184,
1186, 1191, 1192, 1193; [6], òåìà 1.
3 Àôôèííûå ñèñòåìû êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè è â ïðî-
ñòðàíñòâå
3.1 Àôôèííûé ðåïåð
Îïðåäåëåíèÿ. Ðåïåðîì (áîëåå òî÷íî, àôôèííûì ðåïåðîì) â ãåîìåò-
ðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ íàáîð fO; e1; e2; e3g, ñîñòîÿ-
ùèé èç òî÷êè O, íàçûâàåìîé íà÷àëîì ðåïåðà, è áàçèñà feig âåêòîð-
íîãî ïðîñòðàíñòâà V3 ñâîáîäíûõ âåêòîðîâ ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðî-
ñòðàíñòâà.
Ðàäèóñ-âåêòîðîì òî÷êè A îòíîñèòåëüíî ðåïåðà fO; eig (èëè îò-
íîñèòåëüíî òî÷êè O) íàçûâàåòñÿ âåêòîð rA =
 !
OA.
Êîîðäèíàòàìè òî÷êè A îòíîñèòåëüíî ðåïåðà fO; eig íàçûâà-
þòñÿ êîîðäèíàòû fxiAg = fx1A;x2A;x3Ag åå ðàäèóñ-âåêòîðà rA îòíî-






















×òîáû îòëè÷àòü â êîîðäèíàòíîé çàïèñè òî÷êè îò âåêòîðîâ, êîîð-







AB = v, òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ôîðìóëû, ñâÿçû-














Çàìå÷àíèå. Âñå âûøåóêàçàííûå ôîðìóëû ñïðàâåäëèâû è íà ïëîñ-
êîñòè, òîëüêî â ñëó÷àå ïëîñêîñòè èíäåêñ i ïðèíèìàåò äâà çíà÷åíèÿ,






Ae2. Ýòè æå ôîðìóëû ñïðàâåäëèâû è
äëÿ ïðÿìîé, ðàññìàòðèâàåìîé êàê ñàìîñòîÿòåëüíûé ãåîìåòðè÷åñêèé
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îáúåêò ðàçìåðíîñòè 1, ïðè ýòîì èíäåêñ i áóäåò ïðèíèìàòü âñåãî îäíî
çíà÷åíèå i = 1.
3.2 Ïðîñòîå îòíîøåíèå òðåõ òî÷åê ïðÿìîé
Îïðåäåëåíèå.Ïðîñòûì îòíîøåíèåì òðåõ òî÷åê A, B è C, ïðèíàä-
ëåæàùèõ ïðÿìîé (ïðÿìàÿ ìîæåò áûòü ðàñïîëîæåíà â ïðîñòðàí-
ñòâå, íà ïëîñêîñòè èëè ðàññìàòðèâàòüñÿ ñàìà ïî ñåáå) è òàêèõ,
÷òî B 6= C, íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå ÷èñëî:






Ýòî ÷èñëî (ABC) íàçûâàþò òàêæå îòíîøåíèåì, â êîòîðîì òî÷-
êà C äåëèò (íàïðàâëåííûé) îòðåçîê AB.
Ïóñòü òî÷êè A è B äàíû è òðåáóåòñÿ íàéòè òî÷êó C, äåëÿùóþ
îòðåçîê AB â îòíîøåíèè (ABC) = . Èç (15) ïîëó÷àåì (rB rC) =









; i = 1; 2; 3:









; i = 1; 2; 3:
3.3 Àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî
Ñôîðìóëèðîâàííîå âûøå ïîíÿòèå âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ïîçâî-
ëÿåò ñ ïîìîùüþ ïðîñòîãî ñïèñêà àêñèîì ïîëíîñòüþ îïèñàòü ñâîéñòâà
ñâîáîäíûõ âåêòîðîâ ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Ñëåäóþùåå íè-
æå îïðåäåëåíèå àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà ïîçâîëÿåò àêñèîìàòè÷åñêè
çàäàòü ñàìî ãåîìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî êàê ìíîæåñòâî òî÷åê.
Îïðåäåëåíèå. Àôôèííûì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ òðîéêà
(A;V;  ), ñîñòîÿùàÿ èç íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà A, ýëåìåíòû êî-
òîðîãî íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè, âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâàV è îòîá-
ðàæåíèÿ  : A  A ! V, îòíîñÿùåãî óïîðÿäî÷åííîé ïàðå òî÷åê
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fA;Bg ìíîæåñòâà A íåêîòîðûé âåêòîð èç V, îáîçíà÷àåìûé  !AB,
òàêîãî, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå äâå àêñèîìû:










AC äëÿ ëþáûõ A;B;C 2 A (ðàâåíñòâî òðå-
óãîëüíèêà).
Àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî îáû÷íî îáîçíà÷àåòñÿ îäíèì ñèìâîëîì
A. Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V íàçûâàåòñÿ àññîöèèðîâàííûì ñ àô-
ôèííûì ïðîñòðàíñòâîì A. Ðàçìåðíîñòüþ dimA àôôèííîãî ïðî-
ñòðàíñòâà A íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòü àññîöèèðîâàííîãî âåêòîðíîãî
ïðîñòðàíñòâà V. Àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n áóäåì îáî-
çíà÷àòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: An.




AA = 0; 2)
 !
AB =   !BA.
Äëÿ èõ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî çàïèñàòü ðàâåíñòâî òðåóãîëü-
íèêà 2 ñíà÷àëà ïðè B = C = A, à çàòåì ïðè C = A.
Ñ êàæäûì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì ìîæíî àññîöèèðîâàòü àô-
ôèííîå ïðîñòðàíñòâî (V;V;  ), ïîëàãàÿ  : fa;bg 7! b a. Ïîëàãàÿ
çàòåì V = Rn, ïîëó÷èì ¾ñòàíäàðòíîå¿ àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî Rn
ðàçìåðíîñòè n äëÿ êàæäîãî n.
Èç îïðåäåëåíèÿ àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî
òî÷åê ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ñ ìíîæåñòâîì ñâîáîäíûõ âåê-
òîðîâ è îòîáðàæåíèåì, îòíîñÿùèì ïàðå òî÷åê A è B ñâîáîäíûé âåê-




Ðåïåðîì â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå An (êàê è â ãåîìåòðè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå) íàçûâàåòñÿ íàáîð fO; eig, ñîñòîÿùèé èç òî÷êè O 2
An, íàçûâàåìîé íà÷àëîì ðåïåðà, è áàçèñà feig, i = 1; : : : ; n, àññîöè-
èðîâàííîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà Vn. Ðàäèóñ-âåêòîðîì òî÷êè A
îòíîñèòåëüíî ðåïåðà fO; eig íàçûâàåòñÿ âåêòîð rA =  !OA. Òàê æå,
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êàê è â ñëó÷àå ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, èìåþò ìåñòî ôîðìó-
ëû (14).
Îïðåäåëåíèå.Ïóñòü (A;V;  ) è (A0;V0;  0)  äâà àôôèííûõ ïðî-
ñòðàíñòâà. Âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå  : A ! A0 íàçû-
âàåòñÿ èçîìîðôèçìîì àôôèííûõ ïðîñòðàíñòâ, åñëè  èíäóöèðóåò
èçîìîðôèçì àññîöèèðîâàííûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ, òî åñòü





A0B0 ïðè A0 = (A); B0 = (B): (16)
Åñëè ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì  : A ! A0, òî àôôèííûå ïðîñò-











Â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå íå îïðåäåëåíû òàêèå ïîíÿòèÿ åâêëè-
äîâîé ãåîìåòðèè êàê ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè è óãîë ìåæäó ïðÿ-
ìûìè, ïîýòîìó àôôèííûé èçîìîðôèçì ìåæäó äâóìÿ åâêëèäîâû-
ìè (ãåîìåòðè÷åñêèìè) ïëîñêîñòÿìè ìîæåò íå ñîõðàíÿòü ðàññòîÿíèÿ
ìåæäó òî÷êàìè è óãëû ìåæäó ïðÿìûìè. Îäíàêî àôôèííûå èçîìîð-
ôèçìû ìåæäó ïëîñêîñòÿìè â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïîÿâëÿþòñÿ
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åñòåñòâåííûì îáðàçîì. Ðàññìîòðèì äâå ïëîñêîñòè  è 0 â ïðîñò-
ðàíñòâå, òàêèå ÷òî  , 0, è âåêòîð a, íå ïàðàëëåëüíûé íè îäíîé èç
ýòèõ ïëîñêîñòåé. Òîãäà ïðîåêòèðîâàíèå pr :  ! 0 ïëîñêîñòè  íà
ïëîñêîñòü 0 ïàðàëëåëüíî âåêòîðó a, òî åñòü îòîáðàæåíèå, îòíîñÿ-
ùåå òî÷êå M 2  òî÷êó M 0 2 0, òàêóþ ÷òî    !MM 0 k a, ÿâëÿåòñÿ èçî-
ìîðôèçìîì ýòèõ ïëîñêîñòåé êàê äâóìåðíûõ àôôèííûõ ïðîñòðàíñòâ
(ñì. ðèñóíîê 21).
Åñëè  : A ! A0  èçîìîðôèçì àôôèííûõ ïðîñòðàíñòâ, òî
èçîìîðôèçì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ ' : V ! V0, îïðåäåëÿåìûé
ñîîòíîøåíèåì (16), íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì, àññîöèèðîâàííûì ñ
èçîìîðôèçìîì .
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî èç óñëîâèÿ (16) ïðåæäå âñåãî ñëåäóåò, ÷òî




CD =)   !A0B0 =   !C 0D0: (17)
Òîëüêî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (17) îòîáðàæåíèå  : A ! A0 èí-
äóöèðóåò íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå ' : V! V0.
Ïðåäëîæåíèå. Ëþáûå äâà àôôèííûõ ïðîñòðàíñòâà îäíîé ðàç-
ìåðíîñòè An è A0n èçîìîðôíû.
Â ÷àñòíîñòè, âñÿêîå àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî An èçîìîðôíî àô-
ôèííîìó ïðîñòðàíñòâó Rn.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü fO; eig  ïðîèçâîëüíûé ðåïåð â An, à
fO0; e0ig  ïðîèçâîëüíûé ðåïåð â A0n, òîãäà îòîáðàæåíèå , îòíîñÿ-
ùåå òî÷êåM 2 An, èìåþùåé êîîðäèíàòû (xiM) îòíîñèòåëüíî ðåïåðà
fO; eig, òî÷êóM 0 2 A0n, èìåþùóþ òå æå ñàìûå êîîðäèíàòû (xiM) îò-
íîñèòåëüíî ðåïåðà fO0; e0ig, ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì  : An ! A0n.

Èç ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî, ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèç-
ìà, ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíî àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî äàííîé ðàçìåð-
íîñòè n. Â ÷àñòíîñòè, âñå àôôèííûå ïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè 3
èçîìîðôíû ãåîìåòðè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó è àôôèííîìó ïðîñòðàí-
ñòâó R3.
40
Çàìå÷àíèå. Ââåäåíèå àôôèííûõ ïðîñòðàíñòâ ïîçâîëÿåò íå òîëü-
êî ñòðîãî îïèñàòü ãåîìåòðè÷åñêîå òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî è ãåî-
ìåòðè÷åñêóþ ïëîñêîñòü, íî è ðàññìàòðèâàòü èõ ìíîãîìåðíûå àíà-
ëîãè. Îòìåòèì, ÷òî îñòàåòñÿ åùå îïðåäåëèòü òàêèå ãåîìåòðè÷åñêèå
ïîíÿòèÿ êàê ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè è óãîë ìåæäó ïðÿìûìè.
Ýòî áóäåò îñóùåñòâëåíî íèæå ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè ñêàëÿðíîãî ïðî-
èçâåäåíèÿ âåêòîðîâ.
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü Wm  Vn  ïîäïðîñòðàíñòâî â âåêòîð-
íîì ïðîñòðàíñòâå Vn, àññîöèèðîâàííîì ñ n-ìåðíûì àôôèííûì
ïðîñòðàíñòâîì An. Ïëîñêîñòüþ ðàçìåðíîñòè m (m-ïëîñêîñòüþ)
â An (0 6 m 6 n), ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó A è èìåþùåé íàïðàâ-
ëÿþùåå âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Wm, íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå
ïîäìíîæåñòâî â An:
m = fM 2 An j   !AM 2Wmg:
Â ãåîìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå 1-ïëîñêîñòè  ýòî ïðÿìûå, à
2-ïëîñêîñòè  ýòî îáû÷íûå ïëîñêîñòè.
Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî òðîéêà (m;Wm;  j), ãäå  j
 îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ  íà m  m,  m-ìåðíîå àôôèííîå
ïðîñòðàíñòâî. Òàêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì
â An.
3.4 Ïðèìåðû
Ñëåäóþùèå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, êàê àôôèííûå êîîðäèíàòû è ïðî-
ñòîå îòíîøåíèå òðåõ òî÷åê ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè ðåøåíèè ãåî-
ìåòðè÷åñêèõ çàäà÷.
Çàäà÷à 7. (Òåîðåìà Ìåíåëàÿ). Íà ñòîðîíàõ AB, BC è CA òðå-
óãîëüíèêà ABC äàíû òî÷êè C0, A0 è B0, òàêèå ÷òî (BCA0) = 1,
(CAB0) = 2 è (ABC0) = 3. Äîêàçàòü, ÷òî òî÷êè A0, B0 è C0 ëåæàò
íà îäíîé ïðÿìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 123 =  1.
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Ðåøåíèå.






Ñì. ðèñóíîê 22. Ðàñ-
ñìîòðèì àôôèííûé ðåïåð fO; eig,





Â ýòîì ðåïåðå âåðøèíû òðåóãîëü-
íèêà è ðàññìàòðèâàåìûå íà åãî ñòî-
ðîíàõ òî÷êè èìåþò ñëåäóþùèå êî-



















Ïðîñòûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî
   !
C0A0jj   !C0B0 () 123 =  1:
Çàäà÷à 8. Â ïðîñòðàíñòâå çàäàíû ÷åòûðå òî÷êè A, B, C, D. Òî÷êà

































Çàäà÷à 9. Íàéòè ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè E  öåíòðà òÿæåñòè òðå-
óãîëüíèêà ABC, åñëè èçâåñòíû ðàäèóñ-âåêòîðû åãî âåðøèí.
Ðåøåíèå. Ñì. ðèñóíîê 24. Ïóñòü F  ñå-


















Çàäà÷à 10. Äîêàçàòü, ÷òî ïðÿìûå, ñîåäèíÿþùèå ñåðåäèíû ïðîòè-
âîïîëîæíûõ ðåáåð òåòðàýäðà, ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå è äåëÿòñÿ
â íåé ïîïîëàì. Äîêàçàòü, ÷òî â ýòîé æå òî÷êå ïåðåñåêàþòñÿ è ïðÿ-
ìûå, ñîåäèíÿþùèå âåðøèíû òåòðàýäðà ñ öåíòðàìè òÿæåñòè ïðîòè-
âîïîëîæíûõ ãðàíåé.
Ðåøåíèå. Ñì. ðèñóíîê 25. Îáîçíà÷èì âåðøèíû òåòðàýäðà áóê-
âàìè A, B, C, D. Ïóñòü E  ñåðåäèíà




















rA + rB + rC + rD
4
:
Òî÷êà G  öåíòð òÿæåñòè òåòðàýäðà.
Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî è åñòü óêàçàííàÿ â
çàäà÷å òî÷êà.
Âòîðîå óòâåðæäåíèå çàäà÷è äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî:
rH =
rA + rB + rC
3
=) rG = rD + 3 rH
4
:
Ðåêîìåíäóåìàÿ ëèòåðàòóðà: [11], ëåêöèÿ 5; [1], ãëàâà I, 4; ãëàâà
XII, 1, 2, 3.
Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ: [3], 1175, 1176, 1180, 1181, 68, 69, 70, 73,
75, 79, 80, 52, 54, 1274, 1276; [6], òåìû 25.
4 Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ
4.1 Ïðîåêöèè âåêòîðîâ íà ïðÿìóþ è ïëîñêîñòü
Ðàññìîòðèì â ãåîìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ïëîñêîñòü  è ïðÿìóþ
`, ïåðåñåêàþùóþ  â îäíîé òî÷êå. Îáîçíà÷èì ñèìâîëàìè V1(`) è
V2() ïîäïðîñòðàíñòâà âV3, ñîñòîÿùèå ñîîòâåòñòâåííî èç âåêòîðîâ,
ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìîé ` è ïëîñêîñòè . Ïðîåêòèðóÿ âåêòîðû íà `
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ïàðàëëåëüíî  è íà  ïàðàëëåëüíî `, ïîëó÷èì îòîáðàæåíèÿ pr` :







Ïðåäëîæåíèå. pr` : V3 ! V1(`) è pr : V3 ! V2()  ëèíåéíûå
îòîáðàæåíèÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì â V3 áàçèñ fe1; e2; e3g òàêîé, ÷òî e1 2








pr(v + w) = pr(v
iei + w
iei) = pr((v
i + wi)ei) =
= (v2 + w2)e2 + (v




3e3) =  pr(v) +  pr(w):
Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ëèíåéíîñòü îòîáðàæåíèÿ pr`.
Îïðåäåëåíèå. Îñüþ â ãåîìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàþò
îðèåíòèðîâàííóþ ïðÿìóþ, òî åñòü ïðÿìóþ, íà êîòîðîé çàôèêñè-
ðîâàíî îäíî èç äâóõ âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé. Íàïðàâëÿþùèì âåê-
òîðîì îñè íàçûâàåòñÿ âñÿêèé íåíóëåâîé âåêòîð, íàïðàâëåíèå êî-
òîðîãî ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì îñè.





1. Èíòóèòèâíî ÿñíîå ïîíÿòèå íàïðàâëåíèÿ, èñïîëüçóåìîå â îïðå-
äåëåíèè îñè, ìîæíî ñëåäóþùèì îáðàçîì ôîðìàëèçîâàòü äëÿ ñëó÷àÿ
ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà Vn (à, çíà÷èò, è äëÿ ëþ-
áîãî àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà). Íà ìíîæåñòâå Vn n f0g íåíóëåâûõ
âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà Vn ââåäåì îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, ïî-
ëàãàÿ a  b, åñëè a = b è  > 0. Òîãäà íàïðàâëåíèå â Vn  ýòî
ýëåìåíò ôàêòîð-ìíîæåñòâà Vn n f0g=. Â ïðîñòðàíñòâå V3 ñâîáîä-
íûõ âåêòîðîâ ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà êàæäûé òàêîé êëàññ
ýêâèâàëåíòíîñòè ñîäåðæèò ðîâíî îäèí åäèíè÷íûé âåêòîð (òàê íà-
çûâàþò âåêòîðû äëèíû åäèíèöà). Ïîýòîìó ìíîæåñòâî íàïðàâëåíèé
â ãåîìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå íàõîäèòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì
ñîîòâåòñòâèè ñî ìíîæåñòâîì åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ. Åñëè îòëîæèòü
âñå åäèíè÷íûå âåêòîðû îò îäíîé òî÷êè, òî èõ êîíöû îïèøóò ñôåðó
åäèíè÷íîãî ðàäèóñà. Ïîýòîìó ìíîæåñòâî íàïðàâëåíèé â ãåîìåòðè÷å-
ñêîì ïðîñòðàíñòâå íàõîäèòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè
ñî ìíîæåñòâîì òî÷åê ñôåðû åäèíè÷íîãî ðàäèóñà. Àíàëîãè÷íûì îá-
ðàçîì, ìíîæåñòâî íàïðàâëåíèé íà ãåîìåòðè÷åñêîé ïëîñêîñòè íàõî-
äèòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñî ìíîæåñòâîì òî÷åê
îêðóæíîñòè åäèíè÷íîãî ðàäèóñà.
2. Â ñëó÷àå íåîðèåíòèðîâàííîé ïðÿìîé ` (ïðÿìîé ëèíèè â îáû÷-
íîì ñìûñëå), åå íàïðàâëåíèå çàäàåòñÿ ëþáûì íåíóëåâûì âåêòîðîì,
ïàðàëëåëüíûì ýòîé ïðÿìîé. Â ýòîì ñëó÷àå òåðìèí íàïðàâëåíèå âVn
îçíà÷àåò ýëåìåíò ôàêòîð-ìíîæåñòâà Vnnf0g= ïî îòíîøåíèþ ýê-
âèâàëåíòíîñòè, îïðåäåëåííîìó ñëåäóþùèì îáðàçîì: a  b, åñëè
a = b, ãäå  2 R ìîæåò áûòü êàê ïîëîæèòåëüíûì, òàê è îòðè-
öàòåëüíûì. Ìíîæåñòâî íàïðàâëåíèé â ýòîì ñìûñëå â ãåîìåòðè÷å-
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ñêîì ïðîñòðàíñòâå íàõîäèòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè
ñî ìíîæåñòâîì ïðÿìûõ ïðîñòðàíñòâà, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ôèêñèðî-
âàííóþ òî÷êó, èëè ìíîæåñòâîì ïàð äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæ-
íûõ òî÷åê ñôåðû åäèíè÷íîãî ðàäèóñà. Ó ýòîãî ìíîæåñòâà åñòü ñâîå
íàçâàíèå: ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü. Èçëîæåíèþ íà÷àë ïðîåêòèâíîé
ãåîìåòðèè ïîñâÿùåíà ïîñëåäíÿÿ ãëàâà òðåòüåé ÷àñòè íàñòîÿùåãî
ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ [15].
3. Êàê ýëåìåíò ôàêòîð-ìíîæåñòâàVnnf0g= , íàïðàâëåíèå çàäà-
åòñÿ ëþáûì ñâîèì ïðåäñòàâèòåëåì  íåíóëåâûì âåêòîðîì. Ïîýòîìó
â äàëüíåéøåì, ãîâîðÿ î íåêîòîðîì íàïðàâëåíèè, áóäåì îáîçíà÷àòü
åãî ëþáûì ïðåäñòàâëÿþùèì åãî âåêòîðîì.
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ` "  îñü ñ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì a, à
b 2 V3  ïðîèçâîëüíûé âåêòîð. Îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèåé íåíó-
ëåâîãî âåêòîðà b íà îñü ` " íàçûâàåòñÿ ÷èñëî pr`"(b) = jbj cos',
ãäå '  óãîë ìåæäó a è b. Äëÿ íóëåâîãî âåêòîðà 0 2 V3 ïðîåêöèÿ





Ïðåäëîæåíèå. Îòîáðàæåíèå pr`" : V3 3 b 7! pr`"(b) 2 R 
ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âV3 áàçèñ fe1; e2; e3g, ãäå e1 = ajaj , à
e2 è e3  íåêîëëèíåàðíûå âåêòîðû îðòîãîíàëüíûå âåêòîðó e1. Òîãäà
pr`" : b 7! b1, ñëåäîâàòåëüíî, pr`"  ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå. 
Ïîñêîëüêó ïðîåêöèè íà âñå îñè ` " ñ ôèêñèðîâàííûì íàïðàâëÿ-
þùèì âåêòîðîì a  ýòî îäíî è òî æå îòîáðàæåíèå, òî äëÿ îòîáðà-







Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü a è b  íåíóëåâûå âåêòîðû èç V3, à '  óãîë
ìåæäó íèìè. Ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ a è b íàçûâà-
åòñÿ ÷èñëî
(a;b) = jajjbj cos':
Åñëè îäèí èç âåêòîðîâ a è b ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì (èëè îáà ÿâëÿþò-
ñÿ íóëåâûìè), òî èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì
íóëþ:
(0;b) = (a;0) = (0;0) = 0:
Ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.
Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ âûòåêà-
þò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ:
1) a ? b () (a;b) = 0 (ïî îïðåäåëåíèþ ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî 0 ? b
äëÿ ëþáîãî b 2 V3).
2) Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî óãîë ' ìåæäó íåíóëåâûìè âåêòîðàìè a è b
óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ 0 6 ' 6 , èìååì:
(a;b) > 0 () ' < 
2
; (a;b) < 0 () ' > 
2
:
3) (a, a) = jaj2.
4) pra(b) =
(a;b)
jaj , (a;b) = jajpra(b) = jbjprb(a).
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5) Åñëè a è b  íåíóëåâûå âåêòîðû, òî óãîë ' 2 [0; ] ìåæäó




Àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.
1. (a;b) = (b; a).
2. (a+ b; c) = (a; c) + (b; c).
3. (c; a+ b) = (c; a) + (c;b).
4. a 6= 0 =) (a; a) > 0.
Äîêàçàòåëüñòâî. 1 è 4 âûòåêàþò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëå-
íèÿ. 3 ñëåäóåò èç 1 è 2. Äîêàæåì 2.
Åñëè c = 0, òî 2 âûïîëíÿåòñÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì. Åñëè c 6= 0,
òî (a+b; c) = jcjprc(a+b) = jcjprc(a)+jcjprc(b) = (a; c)+
(b; c).
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü V èW  âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà. Îòîá-
ðàæåíèå ' : V V!W íàçûâàåòñÿ áèëèíåéíûì, åñëè
'(a+ b; c) = '(a; c) + '(b; c),
'(c; a+ b) = '(c; a) + '(c;b).
Òàêèì îáðàçîì, ' : V V ! W  áèëèíåéíî, åñëè ïðè ïðîèç-
âîëüíîì ôèêñèðîâàííîì a 2 V êàæäîå èç îòîáðàæåíèé V 3 v 7!
'(a;v) 2W, V 3 v 7! '(v; a) 2W, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì.
Ñëåäñòâèå. Ñâîéñòâà 2 è 3 â ñîâîêóïíîñòè ýêâèâàëåíòíû áè-
ëèíåéíîñòè îòîáðàæåíèÿ g : V3 V3 3 fa;bg 7! (a;b) 2 R:
4.3 Ïðèìåðû
Ñëåäóþùèå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò êàê ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ìî-
æåò ïðèìåíÿòüñÿ ïðè ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷.
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Çàäà÷à 11. (Òåîðåìà Ýéëåðà). Äî-
êàçàòü, ÷òî ñóììà êâàäðàòîâ ñòîðîí
÷åòûðåõóãîëüíèêà A1A2A3A4 ðàâíà







Ðèñ. 30. Ðåøåíèå. Ñì. ðèñóíîê 30. Îáî-
çíà÷èì ñåðåäèíû äèàãîíàëåé A1A3
è A2A4, ñîîòâåòñòâåííî, áóêâàìè E è F , è ïóñòü ri  ðàäèóñ-âåêòîð
âåðøèíû Ai. Â çàäà÷å òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî èìååò ìåñòî ñëåäóþ-
ùåå ðàâåíñòâî:
(r2   r1)2 + (r3   r2)2 + (r4   r3)2 + (r1   r4)2 =








Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ðàâåíñòâà äîñòàòî÷íî ðàñêðûòü ñêîáêè è
ñîáðàòü ïîäîáíûå ÷ëåíû.
Çàäà÷à 12. Òî÷êàM ðàñïîëîæåíà âíóòðè âûïóêëîãî n-óãîëüíèêà
P = A1A2 : : : An. Äîêàçàòü, ÷òî íàéäåòñÿ òàêàÿ ñòîðîíà AiAi+1 ýòîãî
n-óãîëüíèêà, ÷òî îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç òî÷êè
M íà AiAi+1 ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé îòðåçêà AiAi+1.
Ðåøåíèå. Ñì. ðèñóíîê 31. Äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷åíèé áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî èíäåêñ i = 1; 2; : : : ; n ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îñòàòîê îò äåëå-
íèÿ íà n, òî åñòü, n  0, n+1  1 è òàê äàëåå. Òàê êàê ìíîãîóãîëü-
íèê P  âûïóêëûé, òî îí ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì íåïåðåñåêàþùèõ-
ñÿ òðåóãîëüíèêîâ MAiAi+1, i = 1; 2; : : : ; n. Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî
íàéäåòñÿ òàêàÿ ñòîðîíà AkAk+1, ÷òî â òðåóãîëüíèêå MAkAk+1 óã-
ëû \MAkAk+1 è \MAk+1Ak îáà ÿâëÿþòñÿ îñòðûìè. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé ìíîãîóãîëüíèê, ÷òî â êàæäîì òðåóãîëüíèêå
MAiAi+1, i = 1; 2; : : : ; n îäèí èç óãëîâ \MAiAi+1 èëè \MAi+1Ai
áîëüøå èëè ðàâåí 2 . Ïóñòü ïðè ýòîì, äëÿ îïðåäåëåííîñòè,\MA2A1 >

2 , òîãäà \MA2A3 <

2 , ïîýòîìó \MA3A2 >

2 , îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
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\MAi+1Ai > 2 , i = 1; 2; : : : ; n.
Âûáåðåì òî÷êó M çà íà÷àëî ðå-
ïåðà:M = O è ïóñòü ri =
  !
MAi 
ðàäèóñ-âåêòîð âåðøèíû Ai. Èìå-
åì: (ri+1; ri+1  ri) 6 0. Íî òîãäà
2
Pn







i=1(ri+1; ri) 6 0







4.4 Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â êîîðäèíàòàõ
Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå V3 (èëè V2, åñëè ðàññìàòðèâàþòñÿ âåêòî-
ðû íà ãåîìåòðè÷åñêîé ïëîñêîñòè) âûáðàí íåêîòîðûé áàçèñ feig =
fe1; e2; e3g (â ñëó÷àå ïëîñêîñòè feig = fe1; e2g). Âû÷èñëèì ñêàëÿð-
íîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ a = aiei è b = b
jej. Èìååì:
(a;b) = (aiei; b
jej) = a
ibj(ei; ej) = gija
ibj; (18)
ãäå
gij = (ei; ej); i; j = 1; 2; 3 (i; j = 1; 2 â ñëó÷àå V2): (19)
Èç ôîðìóëû (18) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâå-
äåíèÿ âåêòîðîâ, çàäàííûõ ñâîèìè êîîðäèíàòàìè â áàçèñå feig, íåîá-
õîäèìî ñíà÷àëà âû÷èñëèòü ìàòðèöó
(gij) =
0B@ g11 g12 g13g21 g22 g23
g31 g32 g33
1CA
ñîñòàâëåííóþ èç ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé (19) âåêòîðîâ áàçèñà. Äëÿ




















Îïðåäåëåíèå. Áàçèñ feig íàçûâàåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì, åñëè
jeij = 1, i; j = 1; 2; 3 (i; j = 1; 2 â ñëó÷àå V2), è ei ? ej ïðè i 6= j.
Â ñëó÷àå îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ìàòðèöà (gij)  åäèíè÷íàÿ,
gij = ij, è ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ â V3 è V2 íàõîäÿòñÿ
ñîîòâåòñòâåííî ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì:
(a;b) = a1b1 + a2b2 + a3b3;
(a;b) = a1b1 + a2b2:
4.5 Ïðèìåðû
Ïðèâåäåì ïðèìåðû, èëëþñòðèðóþùèå ïðèìåíåíèå ôîðìóëû (18).
Çàäà÷à 13. Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå ABC ìåäèàíû AA1
è BB1, ïðîâåäåííûå ê áîêîâûì (ðàâíûì) ñòîðîíàì CB è CA, ïåðå-
ñåêàþòñÿ ïîä ïðÿìûì óãëîì. Íàéòè óãëû ýòîãî òðåóãîëüíèêà.







òðåóãîëüíèêè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì çà-
äà÷è, ïîäîáíû, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî j  !AA1j =
j  !BB1j = 3. Ïóñòü O  òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìå-
äèàí. Ââåäåì íà ïëîñêîñòè îðòîíîðìèðîâàí-





















OA) = 2f 2; 1g = f 4; 2g.







Çàäà÷à 14. Â òðåóãîëüíèêå ABC äëèíû ñòîðîí CA è CB ðàâíû,
ñîîòâåòñòâåííî, 4 è 6, à óãîë ïðè âåðøèíå C ðàâåí 3 . 1) Íàéòè óãîë
' ìåæäó ìåäèàíàìè AA1 è BB1. 2) Íàéòè äëèíó ìåäèàíû CC1.
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Ðåøåíèå. Ñì. ðèñóíîê 33. Ââåäåì íà ïëîñêîñòè ðåïåð fO; eig,




CB. Âû÷èñëèì ýëåìåíòû ìàòðèöû
(gij) äëÿ âûáðàííîãî áàçèñà: g11 = 16,









Âåêòîðû ìåäèàí èìåþò â ýòîì áàçèñå
ñëåäóþùèå êîîðäèíàòû: ma =
  !
AA1 =
f 1; 12g, mb =
  !
BB1 = f12 ; 1g, mc =  !
CC1 = f12 ; 12g.
Èìååì:m2a = 16( 1)2+2 12( 1)(12)+36(12)2 = 13, m2b = 16(12)2+





2)( 1) =  11. Ñëåäîâàòåëüíî, cos' =  11p13p28 .
Àíàëîãè÷íî, m2c = 16(
1
2)




Çàäà÷à 15. Äîêàçàòü, ÷òî èç ìåäèàí òðåóãîëüíèêà, ðàññìàòðèâà-
åìûõ êàê íàïðàâëåííûå îòðåçêè (òî åñòü òîëüêî ñ ïîìîùüþ ïàðàë-
ëåëüíûõ ïåðåíîñîâ) ìîæíî ñîñòàâèòü òðåóãîëüíèê.
Ðåøåíèå. Â áàçèñå íà ïëîñêîñòè, èñïîëüçóåìîì â ïðåäûäóùåé çà-
äà÷å, âåêòîðû ìåäèàí èìåþò ñëåäóþùèå êîîðäèíàòû: ma =
  !
AA1 =
f 1; 12g, mb =
  !
BB1 = f12 ; 1g, mc =
  !
CC1 = f12 ; 12g. Ëåãêî óáåäèòüñÿ,
÷òî ñóììà ma +mb +mc = 0.
Çàäà÷à 16. Â ïðàâèëüíîì òåò-
ðàýäðå ABCD íàéòè óãîë  ìåæ-










Ñì. ðèñóíîê 34. Áó-
äåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëèíà ðåáðà ðàñ-
ñìàòðèâàåìîãî òåòðàýäðà ABCD
ðàâíà 1. Ââåäåì â ïðîñòðàíñòâå ðå-
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ïåð fO; eig, ïîëàãàÿ O = A, e1 =  !AB, e2 =  !AC. e3 =   !AD. Ýëåìåíòû
ìàòðèöû (gij) äëÿ âûáðàííîãî áàçèñà èìåþò âèä: g11 = g22 = g33 = 1,
g12 = g21 = g13 = g31 = g23 = g32 =
1
2 . Ôîðìóëà (20) ïðèíèìàåò
âèä (a;b) = a1b1 + 12a
1b2 + 12a
1b3 + 12a





3b2 + a3b3: Âåêòîðû ìåäèàí èìåþò â ýòîì áàçèñå ñëåäóþùèå êî-
îðäèíàòû: u =
  !
BB1 = f 1; 12 ; 0g, v =
  !
CC1 = f0; 1; 12g. Òîãäà
(u;v) = 12( 1)( 1) + 12( 1)(12) + 12( 1) + 12(12)(12) =  18 . Òàê êàê
juj = jvj =
p
3
2 , òî cos =  16 .
4.6 Åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà
Îïðåäåëåíèå. Åâêëèäîâûì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì ðàçìåðíî-
ñòè n íàçûâàåòñÿ ïàðà (En; g), ñîñòîÿùàÿ èç n-ìåðíîãî âåêòîð-
íîãî ïðîñòðàíñòâà En è áèëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ
g : En  En ! R;
óäîâëåòâîðÿþùåãî àêñèîìàì:
1. g(a;b) = g(b; a) ïðè ëþáûõ a;b 2 En (ñèììåòðè÷íîñòü g).
2. a 6= 0 =) g(a; a) > 0 (ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü g).
Åâêëèäîâûì àôôèííûì ïðîñòðàíñòâîì ðàçìåðíîñòè n íàçûâà-
åòñÿ àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî (En;En;  ), àññîöèèðîâàííîå ñ n-ìåð-
íûì åâêëèäîâûì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì En.
Çíà÷åíèå g(a;b) îòîáðàæåíèÿ g íà âåêòîðàõ a è b íàçûâàåòñÿ
ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ýòèõ âåêòîðîâ è îáîçíà÷àåòñÿ (a;b).
Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ (En; g) è (En;En;  ) â
äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü, äëÿ êðàòêîñòè, òîëüêî ñèìâîëû En
è En ñîîòâåòñòâåííî.
Çàìå÷àíèå. Áèëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ âèäà ' : Vn  Vn ! R
íàçûâàþò áèëèíåéíûìè ôîðìàìè. Ñî âñÿêîé ñèììåòðè÷íîé áèëè-
íåéíîé ôîðìîé ' àññîöèèðóåòñÿ îòîáðàæåíèå
 : Vn 3 a 7!  (a) = '(a; a) 2 R;
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íàçûâàåìîå êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé, àññîöèèðîâàííîé ñ ñèììåòðè÷-
íîé áèëèíåéíîé ôîðìîé '.
Åñëè feig, i = 1; : : : ; n,  áàçèñ â åâêëèäîâîì âåêòîðíîì ïðîñò-
ðàíñòâå En, òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ a = a
iei è b = b
jej
âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì, àíàëîãè÷íûì (18):
(a;b) = (aiei; b
jej) = a
ibj(ei; ej) = gija
ibj; (22)
ãäå
gij = (ei; ej); i; j = 1; : : : ; n:
Ïðèìåðîì n-ìåðíîãî åâêëèäîâà âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ñëóæèò
âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî Rn ñî ¾ñòàíäàðòíûì¿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâå-
äåíèåì (a;b) = a1b1 + a2b2 + : : : + anbn, ãäå a = fa1; a2; : : : ; ang,
b = fb1; b2; : : : ; bng.
Àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî Rn, àññîöèèðîâàííîå ñ åâêëèäîâûì âåê-
òîðíûì ïðîñòðàíñòâîìRn, ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì n-ìåðíîãî åâêëèäîâà
àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà.
Âåêòîðû a è b åâêëèäîâà âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà En íàçûâà-
þòñÿ (âçàèìíî) îðòîãîíàëüíûìè, åñëè èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
ðàâíî íóëþ: (a;b) = 0. Îðòîãîíàëüíîñòü âåêòîðîâ îáîçíà÷àåòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: a ? b. Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ îðòîãîíàëüíîñòè
âåêòîðîâ ñëåäóåò, ÷òî íóëåâîé âåêòîð îðòîãîíàëåí âñÿêîìó âåêòîðó,
0 ? b. Âåêòîð a 2 En, ñêàëÿðíûé êâàäðàò êîòîðîãî ðàâåí åäèíèöå,
òî åñòü òàêîé, ÷òî (a; a) = 1, íàçûâàåòñÿ åäèíè÷íûì. Áàçèñ feig,
i = 1; : : : ; n, â En íàçûâàåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì, åñëè âõîäÿùèå
â íåãî âåêòîðû e1; : : : ; en ÿâëÿþòñÿ åäèíè÷íûìè è âçàèìíî îðòîãî-
íàëüíûìè. Ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ìàòðèöà (gij), ñîñòàâëåííàÿ
èç ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé âåêòîðîâ áàçèñà gij = (ei; ej) ÿâëÿåòñÿ
åäèíè÷íîé: gij = ij, ãäå ij  òàê íàçûâàåìûå ñèìâîëû Êðîíåêåðà:
ij = 0, åñëè i 6= j, è ij = 1, åñëè i = j.
Ïðåäëîæåíèå. Âî âñÿêîì åâêëèäîâîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå
(En; g) èìååòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèòü îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â En ìîæ-
íî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü a1  ïðîèçâîëüíûé íåíóëåâîé âåêòîð.
Ïîäåëèâ åãî íà
p




Åñëè n = 1, òî âåêòîð e1 îáðàçóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â E1.
Åñëè n > 1, âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð a2, òàêîé ÷òî âåêòî-
ðû e1 è a2 ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ
b2 = a2+e1. Ìîæíî íàéòè òàêîå ÷èñëî , ÷òî âåêòîð b2 áóäåò îðòî-
ãîíàëåí âåêòîðó e1. Äåéñòâèòåëüíî, (b2; e1) = (a2; e1) + (e1; e1) =
(a2; e1) + . Ïîýòîìó, (b2; e1) = 0 ïðè  =  (a2; e1). Î÷åâèäíî,




åäèíè÷íûõ âçàèìíî îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðà e1 è e2. Åñëè n = 2, òî
îíè îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â E2.
Åñëè n > 2, ïðèìåíèì ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.
Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî âñÿêèé íàáîð åäèíè÷íûõ âçàèìíî îðòî-
ãîíàëüíûõ âåêòîðîâ e1; e2; : : : ; ek ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûì.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè u = 1e1 + 2e2 + : : : + kek = 0, òî (u; e1) =
1 = 0, (u; e2) = 2 = 0, : : :, (u; ek) = k = 0.
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî âåêòîðû e1; e2; : : : ; ek, k < n,  åäèíè÷-
íûå è âçàèìíî îðòîãîíàëüíûå. Ïîñêîëüêó k < n, òî íàéäåòñÿ òàêîé
âåêòîð ak+1, ÷òî âåêòîðû e1; e2; : : : ; ek; ak+1 ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçà-
âèñèìûìè (èíà÷å âñÿêèé âåêòîð èç En áóäåò ÿâëÿòüñÿ ëèíåéíîé êîì-
áèíàöèåé âåêòîðîâ e1; e2; : : : ; ek, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îñíîâíîé ëåììå
î ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè âåêòîðîâ). Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ êîìáèíà-
öèþ
bk+1 = ak+1 + 1e1 + 2e2 + : : :+ kek: (23)
Ìîæíî íàéòè òàêèå ÷èñëà i, i = 1; : : : ; k, ïðè êîòîðûõ âåêòîð (23)
îðòîãîíàëåí êàæäîìó èç âåêòîðîâ e1; e2; : : : ; ek. Èìååì (bk+1; ei) =
(ak+1; ei) + 1(e1; ei) + 2(e2; ei) + : : : + k(ek; ek) = (ak+1; ei) + i.






ïîëó÷èì íàáîð åäèíè÷íûõ âçàèìíî îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ
fe1; : : : ; ek+1g. 
Åñëè feig, i = 1; : : : ; n,  îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â åâêëèäîâîì
âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå En, òî gij = (ei; ej) = ij è ôîðìóëà (22)
äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ a è b ïðèíèìàåò
âèä
(a;b) = a1b1 + a2b2 + : : :+ anbn: (24)
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü En è E
0
n  åâêëèäîâû âåêòîðíûå ïðîñòðàí-
ñòâà. Èçîìîðôèçì  : En ! E0n âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ íàçûâà-
åòñÿ èçîìîðôèçìîì åâêëèäîâûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ, åñëè äëÿ
ëþáûõ a;b 2 En âûïîëíÿåòñÿ
((a);(b)) = (a;b):
Ïðåäëîæåíèå. Ëþáûå äâà åâêëèäîâûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâà




Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü feig, i = 1; : : : ; n,  îðòîíîðìèðîâàííûé
áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå (En; g), à fe0ig, i = 1; : : : ; n,  îðòîíîðìèðî-
âàííûé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå (E0n; g
0). Èçîìîðôèçì âåêòîðíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ
 : En 3 a = aiei 7! (a) = aie0i 2 E0n
ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì åâêëèäîâûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ, ïî-
ñêîëüêó (ñì. (24))
(a;b) = a1b1 + a2b2 + : : :+ anbn = ((a);(b)): 
Â ÷àñòíîñòè, îòîáðàæåíèå
feig : En 3 a 7! faig = fa1; : : : ; ang 2 Rn;
îòíîñÿùåå âåêòîðó a íàáîð åãî êîîðäèíàò faig îòíîñèòåëüíî îðòî-
íîðìèðîâàííîãî áàçèñà feig,  èçîìîðôèçì åâêëèäîâûõ âåêòîðíûõ
ïðîñòðàíñòâ.
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Òàêèì îáðàçîì, ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà, èìååòñÿ òîëüêî îä-
íî åâêëèäîâî âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî äàííîé ðàçìåðíîñòè n. Â ÷àñò-
íîñòè, âñå åâêëèäîâû âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè 3 èçî-
ìîðôíû ïðîñòðàíñòâó ñâîáîäíûõ âåêòîðîâ ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîñò-
ðàíñòâà ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ, îïðåäåëåííûì ôîð-
ìóëîé (a;b) = jajjbj cos'.
Âñÿêîå ïîäïðîñòðàíñòâî â åâêëèäîâîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå
ñàìî ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâûì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì.
Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü (En; g)  åâêëèäîâî âåêòîðíîå ïðîñòðàí-
ñòâî, E0m  En  ïîäïðîñòðàíñòâî â En è
g0 = gjE0mE0m : E0m  E0m 3 fa;bg 7! g(a;b) 2 R




0)  åâêëèäîâî âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïàðà (E0m; g
0) î÷åâèäíûì îáðàçîì óäîâëåòâîðÿåò
âñåì óñëîâèÿì îïðåäåëåíèÿ åâêëèäîâà âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà. 
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü (En;En;  ) è (E 0n;E0n;  0)  åâêëèäîâû àô-
ôèííûå ïðîñòðàíñòâà îäíîé è òîé æå ðàçìåðíîñòè. Èçîìîðôèçì
àôôèííûõ ïðîñòðàíñòâ  : En ! E 0n íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì
åâêëèäîâûõ àôôèííûõ ïðîñòðàíñòâ, åñëè àññîöèèðîâàííûé èçîìîð-
ôèçì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ ' : En ! E0n ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèç-
ìîì åâêëèäîâûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ.
Ïðåäëîæåíèå. Ëþáûå äâà åâêëèäîâûõ àôôèííûõ ïðîñòðàíñòâà
îäíîé ðàçìåðíîñòè En è E 0n èçîìîðôíû.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü fO; eig  ïðîèçâîëüíûé îðòîíîðìèðîâàí-
íûé ðåïåð â En, à fO0; e0ig  ïðîèçâîëüíûé îðòîíîðìèðîâàííûé ðå-
ïåð â E 0n, òîãäà îòîáðàæåíèå  : En ! E 0n, îòíîñÿùåå òî÷êå M 2
En, èìåþùåé êîîðäèíàòû xiM îòíîñèòåëüíî ðåïåðà fO; eig, òî÷êó
M 0 2 E 0n, èìåþùóþ òå æå ñàìûå êîîðäèíàòû xiM îòíîñèòåëüíî ðå-
ïåðà fO0; e0ig, ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì åâêëèäîâûõ àôôèííûõ ïðî-
ñòðàíñòâ. 
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Èç ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî, ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà,
ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíî åâêëèäîâî àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî äàííîé
ðàçìåðíîñòè n. Â ÷àñòíîñòè, âñå åâêëèäîâû àôôèííûå ïðîñòðàíñòâà
ðàçìåðíîñòè 3 èçîìîðôíû ãåîìåòðè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó è åâêëè-
äîâó àôôèííîìó ïðîñòðàíñòâó R3.
Î÷åâèäíî, âñÿêàÿ m-ïëîñêîñòü m â En ÿâëÿåòñÿ m-ìåðíûì åâ-
êëèäîâûì àôôèííûì ïðîñòðàíñòâîì.
Çàìå÷àíèå. Íà âñÿêîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå Vn, çàäàâ ïðîèç-
âîëüíûì îáðàçîì ñèììåòðè÷íóþ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííóþ áèëè-
íåéíóþ ôîðìó g : VnVn ! R, ìîæíî ââåñòè ñòðóêòóðó åâêëèäîâà
âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ýòî ìîæíî îñóùåñòâèòü, íàïðèìåð, ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: âûáðàâ ïðîèçâîëüíûé áàçèñ feig â Vn, ïîëîæèòü
g(a;b) = ija
ibj = a1b1+a2b2+ : : :+anbn. Óêàçàííûì ñïîñîáîì ìîæ-
íî ââåñòè òàêæå íîâîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â åâêëèäîâîì âåê-
òîðíîì ïðîñòðàíñòâå (â êîòîðîì îäíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå óæå
åñòü). Åñëè ââåñòè ñòðóêòóðó åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà íà âåêòîðíîì
ïðîñòðàíñòâå Vn, àññîöèèðîâàííîì ñ àôôèííûì ïðîñòðàíñòâîì An,
òî òåì ñàìûì íà ïðîñòðàíñòâå An áóäåò ââåäåíà ñòðóêòóðà åâêëè-
äîâà àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà.
Ââåäåíèå ñòðóêòóðû åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà â àôôèííîì ïðîñò-
ðàíñòâå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíûõ çàäà÷.
Ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü ñëåäóþùàÿ çàäà÷à.
Çàäà÷à 17. Íà àôôèííîé ïëîñêîñòè A2 äàíà òðàïåöèÿ ABCD ñ
ïàðàëëåëüíûìè ñòîðîíàìè AB è CD. Äîêàçàòü, ÷òî òî÷êà ïåðåñå-
÷åíèÿ äèàãîíàëåé AC è BD ëåæèò íà ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
ñåðåäèíû îñíîâàíèé AB è CD.
Ðåøåíèå. Ïóñòü O  ñåðåäèíà AB, à E  ñåðåäèíà CD (ñì. ðèñó-





OE  åäèíè÷íûå âçàèìíî îðòîãîíàëüíûå
âåêòîðû. Ñíàáæåííàÿ ýòèì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, A2 ïðåâðà-
ùàåòñÿ â åâêëèäîâó ïëîñêîñòü E2, íà êîòîðîé òðàïåöèÿ ABCD ÿâ-
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Â åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ ìîäóëÿ âåêòîðà,
óãëà ìåæäó âåêòîðàìè è ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè.




Óãëîì ìåæäó íåíóëåâûìè âåêòîðàìè a è b â En íàçûâàåòñÿ ÷èñëî




Ôîðìóëà (25) êîððåêòíî îïðåäåëÿåò óãîë ìåæäó âåêòîðàìè. Äåé-
ñòâèòåëüíî, âûáåðåì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ feig â En òàêèì îá-
ðàçîì, ÷òî a = a1e1, à b = b
1e1 + b
2e2. Òîãäà
j(a;b)j = ja1b1j 6 ja1j
p
(b1)2 + (b2)2 = jajjbj:
Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïëîñêîñòü êîððåêòíî îïðåäåëå-
íà íåçàâèñèìî îò òåîðèè åâêëèäîâûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ, òî â
äàííîì ñëó÷àå ìîæíî çäåñü ðàññóæäàòü è ñëåäóþùèì îáðàçîì: âñå
ëèíåéíûå êîìáèíàöèè âåêòîðîâ a è b îáðàçóþò äâóìåðíîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî L(a;b) = fv 2 En jv = a+ b; ;  2 Rg â En, íàçûâà-
åìîå ëèíåéíîé îáîëî÷êîé âåêòîðîâ a è b. Ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî ÿâ-
ëÿåòñÿ äâóìåðíûì åâêëèäîâûì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì, êîòîðîå
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èçîìîðôíî ãåîìåòðè÷åñêîé âåêòîðíîé ïëîñêîñòè, íà êîòîðîé ôîð-
ìóëà (25) óæå êîððåêòíî îïðåäåëåíà.
Ðàññòîÿíèåì ìåæäó òî÷êàìè A è B â En íàçûâàåòñÿ ÷èñëî
d(A;B) = j !ABj:
Ñôîðìóëèðîâàííûå â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå îïðåäåëåíèÿ ïîçâî-
ëÿþò àêñèîìàòèçèðîâàòü ãåîìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è ãåîìåòðè-
÷åñêóþ ïëîñêîñòü, îïðåäåëÿÿ èõ ñîîòâåòñòâåííî êàê òðåõìåðíîå è
äâóìåðíîå åâêëèäîâû àôôèííûå ïðîñòðàíñòâà. Â äàëüíåéøåì äëÿ
ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâà è ïëîñêîñòè áóäåì èñïîëüçîâàòü, ñî-
îòâåòñòâåííî, îáîçíà÷åíèÿ E3 è E2. Àññîöèèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà
âåêòîðîâ áóäåì îáîçíà÷àòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: E3 è E2.
Ðåêîìåíäóåìàÿ ëèòåðàòóðà: [11], ëåêöèè 13, 14; [1], ãëàâà I, 4,
ãëàâà XVI, 2; [7], ãëàâà 2, 1, 2.
Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ: [3], 1198, 1199, 1201, 1202, 11203, 1204, 1208,
1210, 1211, 1215, 1216, 1219, 55, 63, 65, 154, 155, 156, 159, 160; [6], òåìû
68.
5 Îïåðàöèÿ ïîâîðîòà âåêòîðà íà óãîë  íà ïëîñêîñòè
5.1 Ïîâîðîò âåêòîðà íà óãîë  íà îðèåíòèðîâàííîé ïëîñêîñòè
Ãåîìåòðè÷åñêàÿ (åâêëèäîâà) ïëîñêîñòü E2 íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðî-
âàííîé, åñëè íà íåé çàôèêñèðîâàíî ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå îò-
ñ÷åòà óãëîâ. Áàçèñ fe1; e2g íàçûâàåòñÿ ïðàâûì, åñëè íàïðàâëåíèå
êðàò÷àéøåãî ïîâîðîòà îò âåêòîðà e1 ê âåêòîðó e2 ÿâëÿåòñÿ ïîëî-
æèòåëüíûì. Ðåïåð fO; e1; e2g íàçûâàåòñÿ ïðàâûì, åñëè ïðàâûì ÿâ-
ëÿåòñÿ áàçèñ fe1; e2g. Áàçèñû è ðåïåðû, íå ÿâëÿþùèåñÿ ïðàâûìè,
íàçûâàþòñÿ ëåâûìè. Íà ÷åðòåæàõ ïðèíÿòî ñ÷èòàòü ïîëîæèòåëüíûì
íàïðàâëåíèå îòñ÷åòà óãëîâ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.
Ïðàâûé îðòîíîðìèðîâàííûé ðåïåð íà ïëîñêîñòè ïðèíÿòî îáîçíà-
÷àòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: fO; i; jg. Êîîðäèíàòû âåêòîðà a è òî÷êè
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A â ýòîì ñëó÷àå îáîçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííî ñëåäóþùèì îáðàçîì:
fxa; yag è (xA; yA).
Ôîðìóëà äëÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïðèíèìàåò âèä
(a;b) = xaxb + yayb:
Âåêòîð e('), ïîëó÷àþùèéñÿ ïîâîðîòîì âåêòîðà i íà (îðèåíòèðî-
âàííûé) óãîë ', èìååò ñëåäóþùèé âèä:
e(') = i cos'+ j sin':
Èñïîëüçóÿ ýòîò âåêòîð, ïðîèçâîëüíûé




Ðèñ. 36.a = jaje('a);
ãäå 'a  óãîë, íà êîòîðûé íóæíî ïîâåðíóòü âåêòîð i, ÷òîáû åãî
íàïðàâëåíèå ñîâïàëî ñ íàïðàâëåíèåì âåêòîðà a. Ïðè ýòîì
xa = jaj cos'a; ya = jaj sin'a:
Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå
 : E2 3 a = jaje('a) 7! (a) = jaje('a + ) 2 E2;




























(jaj sin'a) cos + (jaj cos'a) sin)

=
= i(xa cos  ya sin) + j(ya cos + xa sin):
Òàêèì îáðàçîì, â êîîðäèíàòàõ îòîáðàæåíèå  èìååò âèä
 : fxa; yag 7! fxa cos  ya sin; xa sin+ ya cosg: (26)
Ïðåäëîæåíèå.  : E2 ! E2  èçîìîðôèçì åâêëèäîâûõ âåêòîð-
íûõ ïðîñòðàíñòâ.
Ýòî óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé, äëÿ
åãî äîêàçàòåëüñòâà ìîæíî òàêæå âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé (26).



















íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ëèíåéíîãî îïåðàòîðà  â äàííîì áàçèñå (ñì.
[1], ãëàâà XIII, 2). Åå ñòîëáöû ñîñòîÿò èç êîîðäèíàò âåêòîðîâ (i)
è (j).
Çàìå÷àíèå. Ïóñòü  : Vn ! Vn  ïðîèçâîëüíîå ëèíåéíîå îòîá-
ðàæåíèå è feig, i = 1; : : : ; n,  íåêîòîðûé áàçèñ â Vn. Òîãäà




iek; ãäå (ei) = 
k
i ek:
Òàêèì îáðàçîì, åñëè b = (a), òî
bk = ki a
i: (28)
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ñòîëáöû êîòîðîé ñîñòîÿò èç êîîðäèíàò îáðàçîâ (ei) âåêòîðîâ áà-
çèñà feig îòíîñèòåëüíî ýòîãî æå áàçèñà, ñîîòíîøåíèå (28) ìîæíî
































Ìàòðèöà (29) íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ (îïå-
ðàòîðà)  â áàçèñå feig.
Çàäà÷à 18. Âûâåñòè ôîðìóëó (27) êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé îáùåé ôîð-
ìóëû (30).





Ôîðìóëà (26) ïðè  = 2 ïðèíèìàåò âèä

2
: fxa; yag 7! f ya;xag: (31)
Åå ìîæíî òàêæå ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå:
[a] =
 xa iya j
 : (32)
Çàäà÷à 19. Âû÷èñëèòü ìàòðèöó ëèíåéíîãî îïåðàòîðà 
2
â áàçèñå



















5.2 Ïðèìåíåíèå îïåðàöèè ïîâîðîòà âåêòîðà ïðè ðåøåíèè çàäà÷
Çàäà÷à 20. Äàíû äâå âåðøèíû A(2; 1) è B(6; 3) ðàâíîñòîðîííåãî òðå-
óãîëüíèêà ABC. Íàéòè òðåòüþ åãî âåðøèíó, åñëè èçâåñòíî, ÷òî îá-
õîä âåðøèí òðåóãîëüíèêà â ïîðÿäêå A ! B ! C ! A ÿâëÿåòñÿ






Ñì. ðèñóíîê 38. Ïîñêîëü-
êó íà ãåîìåòðè÷åñêîé ïëîñêîñòè ïîëîæè-
òåëüíûì ñ÷èòàåòñÿ âðàùåíèå ïðîòèâ ÷à-
ñîâîé ñòðåëêè, òî
 !





AB = f4; 2g. Ñëåäîâàòåëüíî, !
AC = f(4 cos( 3 ) 2 sin( 3 ); 2 cos( 3 )+
4 sin( 3 )g = f2 +
p
3; 1  2p3g. Ïîëüçó-
ÿñü ôîðìóëîé rC = rA +
 !
AC, íàõîäèì rC = f4 +
p
3; 2  2p3g.
Çàäà÷à 21. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèÿ òðàåêòîðèè, îïèñûâàåìîé òî÷-
êîé M , ëåæàùåé íà îêðóæíîñòè ! ðàäèóñà R, êàòÿùåéñÿ áåç ñêîëü-
æåíèÿ ïî äàííîé ïðÿìîé ` (öèêëîèäà).








Âûáåðåì îðòîíîðìèðîâàííûé ðåïåð fO; i; jg íà ïëîñêîñòè ñëåäó-
þùèì îáðàçîì: çà íà÷àëî ðåïåðà âîçüìåì îäíî èç ïîëîæåíèé òî÷êè
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M , êîãäà îíà îêàçûâàåòñÿ íà ïðÿìîé `, â êà÷åñòâå âåêòîðà i âîçüìåì
åäèíè÷íûé íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ïðÿìîé `, è áóäåì ïðåäïîëàãàòü,
÷òî âåêòîð j íàïðàâëåí îò ïðÿìîé ` â òó ñòîðîíó, ãäå ðàñïîëîæåíà
îêðóæíîñòü. Ïóñòü C  öåíòð îêðóæíîñòè â ôèêñèðîâàííûé ìî-







CM (ðóêîâîäñòâóåìñÿ ïðàâèëîì çàìûêàíèÿ ëî-
ìàíîé!), j !OAj = j^AM j = Rt, ñëåäîâàòåëüíî,  !OA = Rt i. Äàëåå, !
AC = R j,
  !
CM = R e(32   t). Ïîýòîìó rM = Rt i+R j+R e(32   t) =
fRt R sin t;R R cos tg.
Çàäà÷à 22. Ïî îêðóæíîñòè !, çàäàííîé óðàâíåíèåì x2 + y2 =
R2, êàòèòñÿ áåç ñêîëüæåíèÿ ïðÿìàÿ `, íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå êîòîðîé
x = R. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèÿ òðàåêòîðèè, îïèñûâàåìîé òî÷êîé M ,
ëåæàùåé íà `, ïðèíèìàÿ çà íà÷àëüíîå åå ïîëîæåíèå òî÷êó M0(R; 0)
(ýâîëüâåíòà îêðóæíîñòè).
Ðåøåíèå. Ñì. ðèñóíîê 40. Ïóñòü
A  òî÷êà êàñàíèÿ ! è `, à t =
\M0OA. Èìååì:
 !
OA = R e(t),
j  !AM j = j ^ AM0j = Rt, ñëåäî-
âàòåëüíî,
  !





AM = R e(t) +
Rt e(t   2 ) = fR cos t + Rt sin t;
R sin t Rt cos tg.
Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ: [3], 146,
147, 149, 151, 152, 153, 372, 374,








6 Êîñîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ íà ïëîñêîñòè
Îïðåäåëåíèå. Êîñûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ a è b íà îðèåíòèðî-
âàííîé ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå ÷èñëî:
ha;bi = ([a];b):
Â ñèñòåìå êîîðäèíàò, îïðåäåëÿåìîé ïðàâûì îðòîíîðìèðîâàííûì
ðåïåðîì fO; i; jg, ó÷èòûâàÿ (9), ïîëó÷àåì
ha;bi =  yaxb + xayb =
 xa yaxb yb
 : (33)
Àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà êîñîãî ïðîèçâåäåíèÿ.
1 ha;bi =  hb; ai (êîñîñèììåòðè÷íîñòü).
2 " : E2E2 3 fa;bg 7! ha;bi 2 R  áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ ñâîéñòâ äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ èëè
êîîðäèíàòíîé ôîðìóëîé (33) èëè ñâîéñòâàìè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäå-
íèÿ è îïåðàöèè ïîâîðîòà íà óãîë 2 .
Èç 1, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ha; ai = 0.
Ïîëüçóÿñü ñâîéñòâàìè 1 è 2, ëåãêî ïîëó÷èòü ôîðìóëó äëÿ âû-
÷èñëåíèÿ êîñîãî ïðîèçâåäåíèÿ â ïðîèçâîëüíîì àôôèííîì ðåïåðå
fO; eig íà E2: ha;bi = haiei; bjeji = aibjhei; eji = "ijaibj = "12a1b2 +
"21a
2b1, ãäå "ij = hei; eji. Òàêèì îáðàçîì,
ha;bi = "12
 a1 a2b1 b2
 :
Ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà êîñîãî ïðîèçâåäåíèÿ.
Äëÿ êîñîãî ïðîèçâåäåíèÿ èìååòñÿ ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà, àíàëî-
ãè÷íàÿ ôîðìóëå, ïî êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
âåêòîðîâ:
ha;bi = jajjbj sin'; (34)
ãäå ' = 'b   'a  óãîë îò âåêòîðà a äî âåêòîðà b.
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Äåéñòâèòåëüíî,
ha;bi = ([a];b) = jajjbj cos('a + 
2
  'b) = jajjbj sin('b   'a):
Èç ôîðìóëû (34) âûòåêàþò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà êîñîãî ïðîèçâå-
äåíèÿ:
1) jha;bij  ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòî-
ðàõ a è b.
2) ha;bi > 0 () fa;bg  ïðàâûé áàçèñ.
ha;bi < 0 () fa;bg  ëåâûé áàçèñ.
ha;bi = 0 () ajjb.





jh !AB; !AC ij = 1
2
mod
 xB   xA yB   yAxC   xA yC   yA
 :
4) Äëÿ òðåóãîëüíèêà ABC íà ïëîñêîñòè: h !AB; !AC i > 0, åñëè
îáõîä âåðøèí A 7! B 7! C 7! A ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâèæåíèå âî-
êðóã òðåóãîëüíèêà â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè (ïðîòèâ ÷àñîâîé
ñòðåëêè), è h !AB; !AC i < 0, åñëè îáõîä âåðøèí A 7! B 7! C 7! A
ÿâëÿåòñÿ äâèæåíèåì ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå.
Çàìå÷àíèÿ.
1. Íà îðèåíòèðîâàííîé åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè E2 ïàðàëëåëîãðàìì




AD) c çàäàííûì íàïðàâëåíèåì îáõîäà âåðøèí
A 7! B 7! C 7! D 7! A íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì ïàðàëëå-
ëîãðàììîì. ×èñëî eSABCD = h !AB;  !AD i (35)
ïðè ýòîì íàçûâàþò îðèåíòèðîâàííîé èëè îòíîñèòåëüíîé ïëîùà-
äüþ îðèåíòèðîâàííîãî ïàðàëëåëîãðàììà ABCD.
2. Àíàëîãè÷íî, äëÿ îðèåíòèðîâàííîãî òðåóãîëüíèêàABC, òî åñòü
òðåóãîëüíèêà ñ çàäàííûì íàïðàâëåíèåì îáõîäà âåðøèí, íà îðèåíòè-




íàçûâàåìîå îðèåíòèðîâàííîé èëè îòíîñèòåëüíîé ïëîùàäüþ ýòîãî
îðèåíòèðîâàííîãî òðåóãîëüíèêà.
Çàäà÷à 23. Ïðîâåðèòü, ÷òî çíà÷åíèÿ îðèåíòèðîâàííûõ ïëîùàäåé
(35) è (36) íå ìåíÿþòñÿ ïðè öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêå âåðøèí A 7!
B 7! C 7! D 7! A è A 7! B 7! C 7! A ñîîòâåòñòâåííî.
Çàäà÷à 24. Íàéòè âûñîòó hc òðåóãîëüíèêà ABC ñ âåðøèíàìè
A(1; 2), B(4; 2), C(2; 4).
Ðåøåíèå. hc = 2S4ABC=j !ABj =
 3 41 6
 = 5 = 145 .
Çàäà÷à 25. Âåêòîðû ìåäèàí òðåóãîëüíèêà ABC îáðàçóþò òðå-










Ðåøåíèå. Â áàçèñå, îáðàçîâàííîì âåêòîðàìè e1 =
 !
CA è e2 =  !
CB âåêòîðû ìåäèàí ma =
  !
AA1 è mb =
  !
BB1 èìåþò ñîîòâåòñòâåííî
êîîðäèíàòû f 1; 12g è f12 ; 1g. Ïîýòîìó
S1 =
1
2 jhe1; e2ij mod
  1 121
2  1
 = 34  12 jhe1; e2ij = 34SABC :
Òî, ÷òî êîñîå ïðîèçâåäåíèå ha;bi ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïëîùàäü
îðèåíòèðîâàííîãî ïàðàëëåëîãðàììà, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü è ïîëî-
æèòåëüíîé è îòðèöàòåëüíîé, ÿâëÿåòñÿ î÷åíü âàæíûì ôàêòîì. Ýòî
ïîäòâåðæäàåòñÿ â ÷àñòíîñòè ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì.
Çàäà÷à 26. Ïóñòü P = A1A2 : : : Ak  ïðîèçâîëüíûé ìíîãîóãîëü-
íèê íà ïëîñêîñòè (â ÷àñòíîñòè, íå îáÿçàòåëüíî âûïóêëûé). Äîêà-
çàòü, ÷òî ïëîùàäü ìíîãîóãîëüíèêà P = A1A2 : : : Ak ìîæåò áûòü âû-












Ýòà ôîðìóëà ëåãêî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ñëó÷àé ïëîùàäè îáëà-
ñòè, îãðàíè÷åííîé çàìêíóòîé êðèâîé íà ïëîñêîñòè, îïðåäåëåííîé
äèôôåðåíöèðóåìîé âåêòîðíîé ôóíêöèåé
r = r(t); ãäå t 2 (; ); r() = r():




h r; dr i:
Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ: [3], 98, 99, 101, 102, 103; [6], òåìà 10.
7 Ïðÿìàÿ ëèíèÿ íà àôôèííîé ïëîñêîñòè
7.1 Ðàçëè÷íûå âèäû óðàâíåíèé ïðÿìîé íà àôôèííîé ïëîñêîñòè
Ïðÿìàÿ ` íà àôôèííîé ïëîñêîñòè A2 îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïðî-
èçâîëüíîé ñâîåé òî÷êîé M0 2 ` è îäíîìåðíûì íàïðàâëÿþùèì ïîä-
ïðîñòðàíñòâîì V1(`), ñîñòîÿùèì èç âåêòîðîâ, ïàðàëëåëüíûõ `. Âñÿ-
êèé íåíóëåâîé âåêòîð a 2 V1(`) íàçûâàåòñÿ íàïðàâëÿþùèì âåêòî-
ðîì ïðÿìîé `. Ïðè ýòîì ïàðà fM0; ag ÿâëÿåòñÿ àôôèííûì ðåïåðîì
íà ïðÿìîé `, ðàññìàòðèâàåìîé êàê îäíîìåðíîå àôôèííîå ïðîñòðàí-
ñòâî.
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Ïóñòü r0  ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè M0, à r  ðàäèóñ-âåêòîð ïðîèç-
âîëüíîé òî÷êèM 2 A2 ïî îòíîøåíèþ ê ðåïåðó fO; e1; e2g = fO; eig,




Èìååì:M 2 ` ()    !M0M 2 V1(`) ()    !M0M = ta äëÿ íåêîòîðîãî
t 2 R () r   r0 = ta. Îòñþäà ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ ïðÿìîé,
íàçûâàåìûå ïàðàìåòðè÷åñêèìè:
r = r0 + ta () xi = xi0 + tai; i = 1; 2: (37)
Îòìåòèì, ÷òî â óðàâíåíèÿõ (37) ïàðàìåòð t ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êî-
îðäèíàòó òî÷êè M â ðåïåðå fM0; ag íà ïðÿìîé `.
Èñêëþ÷àÿ ïàðàìåòð t èç óðàâíåíèé (37), ïîëó÷àåì òàê íàçûâàå-







Óðàâíåíèå ïðÿìîé ` ìîæíî ïîëó÷èòü òàêæå, çàïèñûâàÿ óñëîâèÿ
ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè âåêòîðîâ r  r0 è a: x1   x10 x2   x20a1 a2
 = 0: (38)
Ðàñêðûâàÿ îïðåäåëèòåëü â óðàâíåíèè (38), ïîëó÷àåì a2(x1   x10)  




2 + A3 = 0; (39)
ãäå A1 = a
2, A2 =  a1. Óðàâíåíèå (39) íàçûâàþò îáùèì óðàâíåíèåì
ïðÿìîé `.
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Ïðåäëîæåíèå. Óðàâíåíèå ïåðâîé ñòåïåíè (39) ((A1)
2+(A2)
2 6= 0)
çàäàåò ïðÿìóþ íà A2 ñ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì a = f A2;A1g.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (x10; x
2
0)  ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå óðàâíå-




0 + A3 = 0. Âû÷èòàÿ ýòî ñîîòíîøåíèå
èç (39), ïîëó÷èì A1(x
1   x10) + A2(x2   x20) = 0, ÷òî ÿâëÿåòñÿ óðàâ-
íåíèåì ïðÿìîé `, èìåþùåé íàïðàâëÿþùèé âåêòîð a = f A2;A1g è





Ñëåäñòâèÿ. Âåêòîð a ïàðàëëåëåí ïðÿìîé `, çàäàííîé óðàâíåíèåì




Ïðÿìàÿ `, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì (39), ïàðàëëåëüíà êîîðäèíàòíîé
îñè Ox1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A1 = 0.
Ïðÿìàÿ `, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì (39), ïàðàëëåëüíà êîîðäèíàòíîé
îñè Ox2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A2 = 0.
Ïóñòü äâå ïðÿìûå ` è ` 0 çàäàíû ñîîòâåòñòâåííî óðàâíåíèÿìè
A1x
1 + A2x




2 + A03 = 0. Òîãäà:































Óðàâíåíèÿ ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâå äàííûå òî÷êè.







B), äîñòàòî÷íî âçÿòü òî÷êó A çàM0, à âåêòîð
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 !
AB çà íàïðàâëÿþùèé âåêòîð a. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñëåäóþùèå
óðàâíåíèÿ:







 x1   x1A x2   x2Ax1B   x1A x2B   x2A
 = 0:
Óðàâíåíèå ïðÿìîé â îòðåçêàõ.
Åñëè èçâåñòíû òî÷êè A(a; 0) è B(0; b) ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé ` ñ
îñÿìè êîîðäèíàò Ox1 è Ox2 (a è b  îòðåçêè, îòñåêàåìûå ïðÿìîé `







Óðàâíåíèå (40) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ïðÿìîé â îòðåçêàõ.
7.2 Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå äâóõ òî÷åê îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé
Ïóñòü çàäàíà ïðÿìàÿ ` ñ óðàâíåíèåì A1x
1 + A2x
2 + A3 = 0 è ïàðà
òî÷åê P (xiP ) è Q(x
i
Q), íå ëåæàùèõ íà ïðÿìîé `. Ââåäåì ôóíêöèþ
 : R2 ! R, ïîëàãàÿ (x1; x2) = A1x1 + A2x2 + A3.
Ïðåäëîæåíèå. Òî÷êè P (xiP ) è Q(x
i
Q) ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò
ïðÿìîé ` òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà sgn(xiP ) = sgn(x
i
Q).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî P è Q ëåæàò ïî ðàç-
íûå ñòîðîíû îò ïðÿìîé `. Ïóñòü K  òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ `















+ A3 = 0; (41)
÷òî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî (xiP ) + (x
i





 > 0, ñëåäîâàòåëüíî, sgn(xiP ) =  sgn(xiQ).
Ïóñòü òåïåðü P è Q ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò `, à S  íåêî-
òîðàÿ òî÷êà, ëåæàùàÿ ïî äðóãóþ ñòîðîíó îò `. Òîãäà sgn(xiP ) =
 sgn(xiS) = sgn(xiQ). 
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Çàäà÷à 27. Ïóñòü, êàê â äîêàçàííîì âûøå ïðåäëîæåíèè, `  ïðÿ-
ìàÿ ñ óðàâíåíèåì A1x
1 + A2x





K(xiK) ïðèíàäëåæàò íåêîòîðîé ïðÿìîé, íå ïàðàëëåëüíîé ïðÿìîé `,
è (PQK) = . Âûâåñòè èç ôîðìóëû (41) ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ
(xiK) =








Çàäà÷à 28. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó
M(x10;x
2




Ðåøåíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî èñêîìîå óðàâíåíèå èìååò âèä
A1(x
1   x10) + A2(x2   x20) = 0:
Çàäà÷à 29. Îïðåäåëèòü ïîëîæåíèå ïðÿìîé `, èìåþùåé óðàâíåíèå
x1   7x2 + 5 = 0, îòíîñèòåëüíî òðåóãîëüíèêà ABC ñ âåðøèíàìè
A(3; 1), B( 2; 4), C(1; 0).
Ðåøåíèå. Ñì. ðèñóíîê 43. Ïóñòü (x1; x2) = x1  7x2 + 5. Èìååì:
(xiA) = 1 > 0, (x
i
B) =  25 < 0, (xiC) = 6 > 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
` ïåðåñåêàåò ñòîðîíû AB è BC â èõ âíóòðåííèõ òî÷êàõ, à ñòîðîíó
AC âî âíåøíåé òî÷êå. Ïóñòü K  òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ` ñ ïðÿìîé AC.















Ðåêîìåíäóåìàÿ ëèòåðàòóðà: [11], ëåêöèè 5, 6; [1], ãëàâà I, 5; [7],
ãëàâà 5, 1.
Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ: [3], 173, 174, 178, 181, 187, 189, 191, 192,
193, 194, 195, 196, 197, 198, 200, 201, 202, 206, 207, 209, 236, 237, 238,
246, 247; [6], òåìà 12.
7.3 Óðàâíåíèå ïó÷êà ïðÿìûõ è åãî ïðèìåíåíèå
Ïóñòü äàíû äâå ïåðåñåêàþùèåñÿ (ðàçëè÷íûå) ïðÿìûå `1 è `2, çàäàí-
íûå ñîîòâåòñòâåííî óðàâíåíèÿìè A1x
1 + A2x
2 + A3 = 0 è B1x
1 +
B2x
2 +B3 = 0. Ðåøåíèå x
1 = x10, x
2 = x20 ñèñòåìû óðàâíåíèé(
A1x
1 + A2x
2 + A3 = 0
B1x
1 +B2x
2 +B3 = 0;
êîòîðîå â äàííîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî, îïðåäåëÿåò òî÷-
êó M(x10;x
2
0) ïåðåñå÷åíèÿ `1 è `2. Ïðè ëþáûõ  è , íå ðàâíûõ íóëþ
îäíîâðåìåííî, ÷èñëà x1 = x10 è x




2 + A3) + (B1x
1 +B2x
2 +B3) = 0; (43)
ïîýòîìó óðàâíåíèå (43) çàäàåò íåêîòîðóþ ïðÿìóþ `, ïðîõîäÿùóþ
÷åðåç òî÷êó M(x10;x
2
0). Ïîñêîëüêó íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ïðÿìîé `
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé a + b íàïðàâëÿþùèõ âåêòîðîâ
a = f A2;A1g è b = f B2;B1g ïðÿìûõ `1 è `2, îáðàçóþùèõ áàçèñ
âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâàV2, àññîöèèðîâàííîãî ñ A2, óðàâíåíèå âñÿ-
êîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó M(x10; x
2
0), ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå (43) ïðè íåêîòîðûõ  è .
Ñîâîêóïíîñòü ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç îäíó òî÷êó M(x10;x
2
0),
íàçûâàåòñÿ ïó÷êîì ïðÿìûõ. Ïðÿìûå `1 è `2 íàçûâàþòñÿ áàçèñíûìè
ïðÿìûìè ïó÷êà (43). Î÷åâèäíî, â êà÷åñòâå áàçèñíûõ ïðÿìûõ ìîæíî
âçÿòü ëþáûå äâå ðàçëè÷íûå ïðÿìûå ïó÷êà. Óðàâíåíèå (43) íàçûâà-
åòñÿ óðàâíåíèåì ïó÷êà ïðÿìûõ. Êîýôôèöèåíòû  è  â óðàâíåíèè
(43) ñóùåñòâåííû ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè  : . Òî÷êà
M(x10;x
2
0) íàçûâàåòñÿ öåíòðîì ïó÷êà.
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Ïó÷îê ïðÿìûõ ñ öåíòðîì M(x10; x
2
0) ìîæíî çàäàòü óðàâíåíèåì
A1(x
1   x10) + A2(x2   x20) = 0; (44)
ãäå A1 è A2 ïðîèçâîëüíû. Â óðàâíåíèè (44) ïðÿìûå ñ óðàâíåíèÿ-
ìè x1   x10 = 0 è x2   x20 = 0 èãðàþò ðîëü áàçèñíûõ ïðÿìûõ, à
êîýôôèöèåíòû A1 è A2 ðîëü êîýôôèöèåíòîâ  è .
Ïóñòü ïðÿìûå `1, `2 è `3, ñðåäè êîòîðûõ èìåþòñÿ äâå íå ïàðàë-





2 +B3 = 0 è C1x
1 +C2x
2 +C3 = 0. Ýòè òðè ïðÿìûå ïðè-
íàäëåæàò íåêîòîðîìó ïó÷êó, òî åñòü, ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå,
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîâìåñòíà ñèñòåìà óðàâíåíèé8><>:
A1x
1 + A2x
2 + A3 = 0
B1x
1 +B2x
2 +B3 = 0
C1x
1 + C2x
2 + C3 = 0 :
(45)
Óñëîâèåì ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû (45) ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî íóëþ îïðå-




 = 0: (46)
Åñëè ïðÿìûå `1 è `2 ñ óðàâíåíèÿìè A1x
1 + A2x
2 + A3 = 0 è
B1x
1 + B2x
2 + B3 = 0 ïàðàëëåëüíû (íî íå ñîâïàäàþò), òî âñÿêàÿ
ïðÿìàÿ, èìåþùàÿ óðàâíåíèå (43) ïðè íåêîòîðûõ  è , ïàðàëëåëüíà
`1 è `2. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå âñÿêàÿ ïðÿìàÿ `, ïà-
ðàëëåëüíàÿ `1 è `2, ìîæåò áûòü çàäàíà óðàâíåíèåì (43) ïðè íåêîòî-
ðûõ  è . Âñþ ñîâîêóïíîñòü ïðÿìûõ (43) ïðè ýòîì òàêæå íàçûâàþò
ïó÷êîì  ïó÷êîì ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ èëè íåñîáñòâåííûì ïó÷-
êîì. Òåðìèí íåñîáñòâåííûé, ïðèìåíÿåìûé ê ïó÷êó, â äàííîì ñëó÷àå
ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî öåíòð ïó÷êà íàõîäèòñÿ â áåñêîíå÷íîñòè. Òî÷íûé
ñìûñë ýòîìó ìîæíî ïðèäàòü â ðàìêàõ ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè [15].
Óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî åñëè ïðÿìûå `1 è `2 ïàðàëëåëüíû, òî âñÿêàÿ
ïðÿìàÿ `, ïàðàëëåëüíàÿ `1 è `2, ìîæåò áûòü çàäàíà óðàâíåíèåì (43)
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ïðè íåêîòîðûõ  è , ìîæíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Óìíîæèâ, åñëè
íåîáõîäèìî, óðàâíåíèÿ ïðÿìûõ íà íåêîòîðûå êîýôôèöèåíòû, ìîæ-




2 + A3 = 0;
`1 : A1x
1 + A2x
2 +B3 = 0; `2 : A1x
1 + A2x
2 + C3 = 0;
(47)
ãäå B3 6= C3. Óìíîæèì òåïåðü âòîðîå è òðåòüå óðàâíåíèÿ (47) íà
 è 1    ñîîòâåòñòâåííî è ñëîæèì. Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû
ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ êîýôôèöèåíòàì ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (47), ïî-
ëó÷èì
B3 + (1  C3) = A3; îòêóäà  = A3   C3
B3   C3 :
Èç âñåãî âûøåèçëîæåííîãî ñëåäóåò, ÷òî òðè ïðÿìûå, çàäàííûå
óðàâíåíèÿìè A1x
1 + A2x
2 + A3 = 0, B1x
1 +B2x
2 +B3 = 0 è C1x
1 +
C2x
2+C3 = 0, ïðèíàäëåæàò îäíîìó ïó÷êó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà êàæäîå èç óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé óðàâíåíèé
áàçèñíûõ ïðÿìûõ ïó÷êà, ÷òî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ðàíã ìàòðèöû,
ñîñòàâëåííîé èç êîýôôèöèåíòîâ ýòèõ óðàâíåíèé ìåíüøå òðåõ, ÷òî â
ñâîþ î÷åðåäü ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ (46). Òàêèì îáðàçîì, îáðàùå-
íèå â íóëü îïðåäåëèòåëÿ (46) ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì
óñëîâèåì ïðèíàäëåæíîñòè òðåõ ïðÿìûõ îäíîìó ïó÷êó.
Ñëåäóþùèå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, êàê ïó÷êè ìîãóò ýôôåêòèâíî
ïðèìåíÿòüñÿ ïðè ðåøåíèè ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷.
Çàäà÷à 30. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó
ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ x1 + 2x2 + 5 = 0 è 2x1   3x2   2 = 0 è ïàðàë-
ëåëüíîé ïðÿìîé 8x1 + 2x2 + 7 = 0.
Ðåøåíèå. Óðàâíåíèå èñêîìîé ïðÿìîé ` ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:
(x1 + 2x2 + 5) + (2x1   3x2   2) = 0 ()
() (+ 2)x1 + (2  3)x2 + (5  2) = 0:
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Òàê êàê ` ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé 8x1 + 2x2 + 7 = 0, òî +28 =
2 3
2 ,
îòêóäà  = 2,  = 1 ( è  ñóùåñòâåííû ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèî-
íàëüíîñòè  : , ïîýòîìó âûáèðàåì ÷èñëà, óäîáíûå äëÿ âû÷èñëåíèé)
è, ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìàÿ ïðÿìàÿ èìååò óðàâíåíèå 4x1+x2+8 = 0.
Çàäà÷à 31. (Òåîðåìà ×åâû). Íà ñòîðîíàõ AB, BC è CA òðå-
óãîëüíèêà ABC äàíû òî÷êè C0, A0 è B0, òàêèå ÷òî (BCA0) = 1,
(CAB0) = 2 è (ABC0) = 3. Äîêàçàòü, ÷òî ïðÿìûå AA0, BB0 è CC0
ïðèíàäëåæàò îäíîìó ïó÷êó (òî åñòü ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå èëè
ïàðàëëåëüíû) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 123 = 1.
Ðåøåíèå. Ñì. ðèñóíîê 44. Ðàññìîòðèì àôôèííûé ðåïåð fO; eig
ñ íà÷àëîì â òî÷êå O = A è âåêòîðàìè áàçèñà e1 =
 !
AB, e2 = !
AC. Â ýòîì ðåïåðå âåðøèíû òðåóãîëüíèêà è ðàññìàòðèâàåìûå íà


















íèåì ïðÿìîé â îòðåçêàõ, ïîëó÷àåì ñîîòâåòñòâåííî ñëåäóþùèå óðàâ-









x1 + x2 = 1:
Ýòè òðè ïðÿìûå ïðèíàäëåæàò îäíîìó ïó÷êó òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà
1  1 0
1 1 + 2  1
1 + 3 3  3





 = 0 ()
() 123 = 1:












Ðåêîìåíäóåìàÿ ëèòåðàòóðà: [11], ëåêöèÿ 24; [3], ãëàâà III; [7], ãëà-
âà 5, 1.
Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ: [3], 251, 252, 253, 254, 255, 257; [6], òåìà 13.
8 Ïðÿìàÿ ëèíèÿ íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè
8.1 Íîðìàëüíûé âåêòîð ïðÿìîé
Íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè E2 îäíîìåðíîå íàïðàâëÿþùåå ïîäïðîñòðàí-
ñòâî V1(`) ïðÿìîé ` îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ îäíîìåðíûì ïîäïðî-
ñòðàíñòâîì V?1 (`)  E2, ñîñòîÿùèì èç âåêòîðîâ, îðòîãîíàëüíûõ
ïðÿìîé `. Âñÿêèé íåíóëåâîé âåêòîð èç ïîäïðîñòðàíñòâà V?1 (`) íà-
çûâàåòñÿ íîðìàëüíûì âåêòîðîì ïðÿìîé `.
Óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó M0 è èìåþùåé íîð-
ìàëüíûé âåêòîð N.
Ïóñòü r0  ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè M0, à r  ðàäèóñ-âåêòîð ïðîèç-
âîëüíîé òî÷êèM 2 E2 ïî îòíîøåíèþ ê (àôôèííîìó) ðåïåðó fO; eig,
i = 1; 2. ÒîãäàM 2 ` ()    !M0M ? N () (   !M0M;N) = 0 ()







Â êîîðäèíàòàõ óðàâíåíèå (48) ïðèíèìàåò âèä
gij(x
i   xi0)N j = 0 , Ai(xi   xi0) = 0; ãäå Ai = gijN j: (49)
Åñëè fO; e1= i; e2= jg îðòîíîðìèðîâàííûé ðåïåð, òî gij = (ei; ej) =
ij (ñèìâîë Êðîíåêåðà), è â êîîðäèíàòàõNfA;Bg,M(x; y),M0(x0; y0)
óðàâíåíèå (49) ïðèíèìàåò âèä
A(x  x0) +B(y   y0) = 0: (50)
Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè â (50), ïðèõîäèì ê îáùåìó óðàâíåíèþ
Ax+By + C = 0 (51)
ïðÿìîé ` â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.
Êàê ñëåäñòâèå, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå
Ïðåäëîæåíèå. Äëÿ ïðÿìîé `, èìåþùåé óðàâíåíèå (51) â îðòî-
íîðìèðîâàííîì ðåïåðå, âåêòîðNfA;Bg ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì âåê-
òîðîì, à âåêòîð af B;Ag íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì.
Çàìå÷àíèå. Ïàðà ÷èñåë fA1;A2g èìååò ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë è
äëÿ ïðÿìîé â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå, à èìåííî, îíà ÿâëÿåòñÿ ïà-
ðîé êîîðäèíàò ëèíåéíîé ôóíêöèè  : V2 ! R íà âåêòîðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå V2. Â ñëó÷àå åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè ýòà ôóíêöèÿ  èìååò
âèä (v) = (N;v). Ïîäðîáíåå ýòîò âîïðîñ áóäåò îáñóæäàòüñÿ ïðè
ðàññìîòðåíèè ïðÿìûõ è ïëîñêîñòåé â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.
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8.2 Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïðÿìîé
Â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàê çàäàíà ïðÿìàÿ ` íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè






Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðÿìàÿ ` çà-
äàíà òî÷êîé M0 2 ` è íàïðàâëÿþùèì
âåêòîðîì afxa; yag. Òîãäà ðàññòîÿíèå
dist (M1; `) íàõîäèòñÿ êàê âûñîòà ïà-
ðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà âåê-
òîðàõ a è
   !
M0M1 (ñì. ðèñóíîê 46):










2: Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðÿìàÿ ` çàäàíà òî÷êîé M0 2 ` è íîðìàëü-
íûì âåêòîðîìN ñ êîîðäèíàòàìè fA;Bg. Òîãäà ðàññòîÿíèå dist (M1; `)
íàõîäèòñÿ êàê àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ïðîåêöèè âåêòîðà
   !
M0M1 íà îñü
ñ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì N (ñì. ðèñóíîê 47):










Åñëè ïðÿìàÿ çàäàíà óðàâíåíèåì (51),
òî ôîðìóëó (53) ìîæíî ïåðåïèñàòü, ðàñ-





dist (M1; `) =
jAx1 +By1 + Cjp
A2 +B2
:
Â àôôèííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, îïðå-
äåëÿåìîé àôôèííûì ðåïåðîì íà E2, ôîðìóëû (52) è (53) ïðèíèìàþò
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ñîîòâåòñòâåííî âèä










dist (M1; `) =
jgij(xi1   xi0)N jjp
gkmNkNm
: (55)
8.3 Óãîë ìåæäó äâóìÿ ïðÿìûìè ëèíèÿìè
Óãëîì ìåæäó îðèåíòèðîâàííûìè ïðÿìûìè `1" è `2" íàçûâàåòñÿ óãîë





Ïóñòü òåïåðü `1 è `2  íåîðèåíòèðîâàííûå ïðÿìûå ñ íàïðàâëÿþ-
ùèìè âåêòîðàìè a1 è a2 ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü '1  óãîë ìåæäó a1
è a2, à '2  óãîë ìåæäó  a1 è a2. Îäèí èç ýòèõ óãëîâ ïðèíàäëåæèò
èíòåðâàëó [0; 2 ], îí è ÿâëÿåòñÿ (ïî îïðåäåëåíèþ) óãëîì ìåæäó ïðÿ-




Åñëè èçâåñòíû íîðìàëüíûå âåêòîðû N1 è N2 ýòèõ ïðÿìûõ, òî óãîë




Â ñëó÷àå, åñëè ïðÿìûå `1 è `2 çàäàíû ñîîòâåòñòâåííî óðàâíåíèÿìè












Óðàâíåíèå ïðÿìîé ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì.
Åñëè íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè çàäàí îðòîíîðìèðîâàííûé ðåïåð
fO; i; jg è ïðÿìàÿ ` íå ïàðàëëåëüíà îñè îðäèíàò, òî â êà÷åñòâå åå
íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà ìîæíî âûáðàòü âåêòîð af1; kg. Åñëè òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé ` ñ îñüþ îðäèíàò èìååò êîîðäèíàòû (0; b), òî
ïðÿìóþ ` ìîæíî çàäàòü ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè
x = t; y = kt+ b
èëè îäíèì óðàâíåíèåì
y = kx+ b: (56)
Óðàâíåíèå (56) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì
èëè óðàâíåíèåì, ðàçðåøåííûì îòíîñèòåëüíî îðäèíàòû. ×èñëî k â
óðàâíåíèè (56) íàçûâàåòñÿ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì, à ÷èñëî b 
îòðåçêîì, îòñåêàåìûì ïðÿìîé íà îñè îðäèíàò.
Óãëîâîé êîýôôèöèåíò k ðàâåí òàíãåíñó óãëà ' îò íàïðàâëÿþùåãî













) tg' = k:
Óãîë ' îò âåêòîðà i äî âåêòîðà af1; kg íàçûâàþò òàêæå óãëîì íà-
êëîíà ïðÿìîé ê îñè àáñöèññ.
Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ôîðìóëû äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ïðÿìûå çàäàíû
óðàâíåíèÿìè âèäà (56).
Óðàâíåíèå ïðÿìîé ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì k, ïðîõîäÿùåé ÷å-






, y   y0 = k(x  x0):
Äëÿ íàõîæäåíèÿ óãëà  ìåæäó äâóìÿ ïðÿìûìè `1 è `2, çàäàííû-




























j1 + k1k2j :
8.4 Ïðèìåðû
Çàäà÷à 32. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ïåðïåíäèêóëÿðà ê ïðÿìîé 5x  
2y + 3 = 0, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç òî÷êó M(2; 3).
Ðåøåíèå.Íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì èñêîìîãî ïåðïåíäèêóëÿðà ÿâ-
ëÿåòñÿ âåêòîð ñ êîîðäèíàòàìè f5; 2g. Ïîýòîìó ïåðïåíäèêóëÿð èìå-
åò ñëåäóþùèå ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ: x = 2 + 5t; y = 3  2t.
Äðóãîé âàðèàíò ðàññóæäåíèé: íîðìàëüíûì âåêòîðîì èñêîìîãî
ïåðïåíäèêóëÿðà ÿâëÿåòñÿ âåêòîð ñ êîîðäèíàòàìè f2; 5g, ïîýòîìó
ïåðïåíäèêóëÿð èìååò óðàâíåíèå 2(x  2) + 5(y   3) = 0.
Çàäà÷à 33. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå áèññåêòðèñû óãëà A òðåóãîëüíè-
êà ABC ñ âåðøèíàìè A(3; 1), B( 2; 4) è C(1; 0).
Ðåøåíèå. Èç èçâåñòíîãî ñâîéñòâà äèàãîíàëåé ðîìáà ñëåäóåò, ÷òî
äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü âåêòîð, äåëÿùèé ïîïîëàì óãîë ìåæäó
âåêòîðàìè a è b, äîñòàòî÷íî âçÿòü ñóììó âåêòîðîâ, êîëëèíåàðíûõ
âåêòîðàì a è b è èìåþùèõ îäèíàêîâóþ äëèíó, íàïðèìåð, ajaj+
b
jbj èëè
jbja + jajb. Òàêèì îáðàçîì, áèññåêòðèñà óãëà A èìååò ñëåäóþùåå
óðàâíåíèå:
r = rA + (j !ACj !AB + j !ABj !AC) t :
Çàäà÷à 34. Íàéòè ðàññòîÿíèå îò òî÷êè M(2; 1) äî ïðÿìîé `, çà-
äàííîé óðàâíåíèåì 2x1  3x2  5 = 0 â íåêîòîðîé ïðàâîé àôôèííîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò, åñëè èçâåñòíû g11 = 4, g12 = 8, g22 = 25.
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=) sin! = 3
5
:
Îòñþäà ïîëó÷àåì j"12j = jhe1; e2ij = je1jje2j sin! = 6.
Äàëåå, M0(1; 1) 2 `, âåêòîð    !M0M èìååò êîîðäèíàòû f1; 2g, íà-
ïðàâëÿþùèì âåêòîðîì ïðÿìîé ` ÿâëÿåòñÿ âåêòîð af3; 2g, îòêóäà ïî
ôîðìóëå (54) íàõîäèì
dist (M; `) =
6 mod
 1 23 2

p




×òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé (55), ñíà÷àëà íóæíî íàéòè íîð-
ìàëüíûé âåêòîð NfN 1;N 2g ïðÿìîé ` èç óðàâíåíèÿ gijaiN j = 0
() 4  3 N 1 + 8  3 N 2 + 8  2 N1 + 25  2 N2 = 0.
Çàäà÷à 35. Äîêàçàòü, ÷òî âûñîòû òðåóãîëüíèêà ïåðåñåêàþòñÿ â
îäíîé òî÷êå (ïðèíàäëåæàò îäíîìó ïó÷êó ïðÿìûõ).
Ðåøåíèå. Âûñîòû AA0, BB0 è CC 0 òðåóãîëüíèêà ABC èìåþò,
ñîîòâåòñòâåííî, óðàâíåíèÿ
(r  rA;  !BC) = 0; (r  rB; !CA) = 0 è (r  rC ; !AB) = 0: (57)
Ñèñòåìà òðåõ óðàâíåíèé (57) ñîâìåñòíà, ïîñêîëüêó, êàê ëåãêî ïðî-
âåðèòü, èõ ñóììà åñòü òîæäåñòâî 0 = 0.
Çàäà÷à 36. Äèàãîíàëü BD ðîìáà ABCD ðàâíà åãî ñòîðîíå. Òî÷êà
M ëåæèò íà ïðÿìîéAB è (MAB) > 0, òî÷êàN  òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
ïðÿìûõMC è AD, òî÷êàK  òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ BN è CD.
Äîêàçàòü, ÷òî óãîë ìåæäó ïðÿìûìèMD è BK íå çàâèñèò îò âûáîðà
òî÷êè M è âû÷èñëèòü åãî.
Ðåøåíèå. Ñ÷èòàÿ, ÷òî ñòîðîíà ðîìáà ðàâíà åäèíèöå, âûáåðåì ðå-
ïåð fO; e1; e2g, ïîëàãàÿ O = A, e1 =  !AB, e2 =   !AD. Ìàòðèöà ñêà-








Ïóñòü òî÷êàM èìååò êîîðäèíàòû (x; 0). Òîãäà òî÷êà N èìååò êîîð-
äèíàòû (0;  x1 x). Íóæíî íàéòè óãîë ìåæäó âåêòîðîì
  !
MD = af x; 1g
è âåêòîðîì
  !
BN ñ êîîðäèíàòàìè f 1;  x1 xg, êîëëèíåàðíûì âåêòîðó
bfx  1; xg. Èìååì:
(a;b) =  x2 + x+ 12(x2 + x  1)  x = 12( x2 + x  1);
a2 = x2   x+ 1; b2 = (x  1)2   x2 + x+ x2 = x2   x+ 1;





Ðåêîìåíäóåìàÿ ëèòåðàòóðà: [11], ëåêöèÿ 15; [1], ãëàâà I, 5; [7],
ãëàâà 5, 1, 2.
Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ: [3], 210, 211, 212, 213, 214, 217, 224, 258,
263, 264, 265, 266, 267, 269, 275, 283, 291, 293, 300, 301; [6], òåìà 14.
9 Îêðóæíîñòü
Îêðóæíîñòüþ ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â òî÷êå C íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî
 âñåõ òî÷åê åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè E2, óäàëåííûõ îò òî÷êè C íà
ðàññòîÿíèå R, òî åñòü
 = fM 2 E2 j j  !CM j = Rg: (58)
Îêðóæíîñòü (58) ìîæåò áûòü çàäàíà óðàâíåíèåì
(r  rC)2 = R2; (59)
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êîòîðîå â îðòîíîðìèðîâàííîì ðåïåðå ïðèíèìàåò âèä
(x  a)2 + (y   b)2 = R2; (60)
ãäå (a; b)  êîîðäèíàòû öåíòðà îêðóæíîñòè C.
Âñÿêàÿ ïðÿìàÿ `, óäàëåííàÿ îò öåíòðà îêðóæíîñòè íà ðàññòîÿíèå
ìåíüøåå ðàäèóñà, ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü â äâóõ òî÷êàõ, êîîðäèíàòû
êîòîðûõ ìîæíî íàéòè, ðåøàÿ êâàäðàòíîå óðàâíåíèå
(l2 +m2)t2 + 2
 
l(x0   a) +m(y0   b)

t+
+ (x0   a)2 + (y0   b)2  R2 = 0; (61)
ïîëó÷àþùååñÿ ïðè ïîäñòàíîâêå ïàðàìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïðÿìîé
x = x0 + lt, y = y0 +mt â óðàâíåíèå (60).
Åñëè òî÷êàM0(x0; y0) ÿâëÿåòñÿ îñíîâàíèåì ïåðïåíäèêóëÿðà, îïó-
ùåííîãî èç öåíòðà îêðóæíîñòè íà ïðÿìóþ `, òî
l(x0   a) +m(y0   b) = 0; (62)
à åñëè ê òîìó æåM0(x0; y0) ëåæèò íà îêðóæíîñòè, òî óðàâíåíèå (61)
ïðèíèìàåò âèä (l2 + m2)t2 = 0 è èìååò äâà ñîâïàäàþùèõ ðåøåíèÿ
t1 = t2 = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî òî÷êà M0 ÿâëÿåòñÿ äâîéíîé
òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé ` è îêðóæíîñòè , à ïðÿìàÿ ` íàçûâàåò-
ñÿ êàñàòåëüíîé ê îêðóæíîñòè  â òî÷êå M0. Áóäåì îáîçíà÷àòü ýòó
ïðÿìóþ ñëåäóþùèì îáðàçîì: `M0.
Íàïðàâëÿþùèé âåêòîð êàñàòåëüíîé `M0 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíå-
íèþ (62), à ïîñêîëüêó òî÷êà M(x; y) ëåæèò íà êàñàòåëüíîé `M0
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåêòîðû fl;mg è fx  x0; y  y0g êîëëè-
íåàðíû, òî óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé `M0 èìååò âèä
(x0   a)(x  x0) + (y0   b)(y   y0) = 0: (63)
Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð
  !
CM0 ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì âåêòîðîì êà-
ñàòåëüíîé. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ìîæíî
ïðåäñòàâèòü òàêæå â âèäå
(x0   a)(x  a) + (y0   b)(y   b) = R2;
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ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë êîòîðîãî çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì:







Åñëè óðàâíåíèå (60) óìíîæèòü íà íåêîòîðîå íåíóëåâîå ÷èñëî A
è çàòåì ðàñêðûòü ñêîáêè, òî ïîëó÷èòñÿ óðàâíåíèå âèäà
A(x2 + y2) + 2Bx+ 2Cy +D = 0: (64)
Îáðàòíî, ïîäåëèâ óðàâíåíèå (64) íà A è âûäåëèâ ïîëíûå êâàäðàòû,












B2 + C2   AD
A2
: (65)
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàíî óðàâíåíèå (64), ãäå êîýôôèöèåíòû ïðî-
èçâîëüíû, çà îäíèì èñêëþ÷åíèåì, ÷òî A 6= 0. Èç (65) ñëåäóåò, ÷òî
ýòî óðàâíåíèå îïðåäåëÿåò îêðóæíîñòü ïðè B2 +C2 AD > 0. Åñëè
B2 + C2  AD = 0, òî óðàâíåíèå (64) çàäàåò ïàðó ñîâïàäàþùèõ òî-
÷åê. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî óðàâíåíèå (64) çàäàåò îêðóæíîñòü
íóëåâîãî ðàäèóñà. Åñëè æå B2 + C2   AD < 0, òî óðàâíåíèåì (64)
îïðåäåëÿåòñÿ ïóñòîå ìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñêîñòè. Äîïóñêàÿ, ÷òî êî-
îðäèíàòû òî÷åê ïëîñêîñòè ìîãóò ïðèíèìàòü êîìïëåêñíûå çíà÷åíèÿ,
â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò îá îêðóæíîñòè ÷èñòî ìíèìîãî ðàäèóñà. Äëÿ
òîãî, ÷òîáû ïðèäàòü ýòèì ñëîâàì òî÷íûé ñìûñë, íóæíî ïåðåéòè îò
åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè ê åå êîìïëåêñèôèêàöèè (ñì. [15]).
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Ïó÷êè îêðóæíîñòåé è èõ ïðèìåíåíèå ïðè ðåøåíèè çàäà÷.
Ïóñòü äâå ðàçëè÷íûå îêðóæíîñòè 1 è 2 çàäàíû ñîîòâåòñòâåííî
óðàâíåíèÿìè âèäà (64)
x2 + y2 + 2B1x+ 2C1y +D1 = 0 (66)
è
x2 + y2 + 2B2x+ 2C2y +D2 = 0: (67)
Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ óðàâíåíèé (66) è (67)
(x2+y2+2B1x+2C1y+D1)+(x
2+y2+2B2x+2C2y+D2) = 0 (68)
ñ êîýôôèöèåíòàìè  è , íå ðàâíûìè íóëþ îäíîâðåìåííî è òàêèìè,
÷òî + 6= 0, ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì íåêîòîðîé îêðóæíîñòè (âîçìîæ-
íî íóëåâîãî èëè ìíèìîãî ðàäèóñà). Åñëè æå  +  = 0, óðàâíåíèå
(68) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì íåêîòîðîé ïðÿìîé.
Ñîâîêóïíîñòü îêðóæíîñòåé, îïðåäåëÿåìûõ óðàâíåíèÿìè (68) ïðè
ðàçëè÷íûõ  è , íå ðàâíûõ íóëþ îäíîâðåìåííî, íàçûâàåòñÿ ïó÷êîì
îêðóæíîñòåé. Ïðÿìàÿ, êîòîðàÿ çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì (68) ïðè  +
 = 0 íàçûâàåòñÿ ðàäèêàëüíîé îñüþ ýòîãî ïó÷êà îêðóæíîñòåé. Óäîá-
íî ðàññìàòðèâàòü ðàäèêàëüíóþ îñü ïó÷êà îêðóæíîñòåé êàê îêðóæ-
íîñòü ¾áåñêîíå÷íîãî ðàäèóñà¿ è ñ÷èòàòü, ÷òî îíà ïðèíàäëåæèò ýòî-
ìó ïó÷êó. Îêðóæíîñòè (66) è (67) íàçûâàþòñÿ áàçèñíûìè îêðóæíî-
ñòÿìè ïó÷êà (68).
Åñëè çàäàí ïó÷îê îêðóæíîñòåé, òî ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó ïëîñêî-
ñòè ïðîõîäèò íåêîòîðàÿ îêðóæíîñòü ýòîãî ïó÷êà èëè åãî ðàäèêàëü-
íàÿ îñü. Äåéñòâèòåëüíî, ïîäñòàâèâ êîîðäèíàòû ïðîèçâîëüíîé òî÷êè
M0(x0; y0) ïëîñêîñòè, íå ïðèíàäëåæàùåé áàçèñíûì îêðóæíîñòÿì, â








èç êîòîðîãî îïðåäåëÿòñÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ  è , çàäàþùèå îêðóæ-
íîñòü ïó÷êà, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó M0. Êàê è â ñëó÷àå ïó÷êîâ
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ïðÿìûõ, ïàðàìåòðû  è  â óðàâíåíèè (68) ñóùåñòâåííû ñ òî÷íîñòüþ
äî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè  : .
Â êà÷åñòâå áàçèñíûõ îêðóæíîñòåé ïó÷êà ìîæíî âçÿòü ëþáûå äâå
åãî îêðóæíîñòè èëè ëþáóþ åãî îêðóæíîñòü è ðàäèêàëüíóþ îñü.
Áàçèñíûå îêðóæíîñòè 1 è 2 ïó÷êà ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ â íåêî-
òîðûõ äâóõ òî÷êàõ P è Q, ìîãóò íå èìåòü îáùèõ òî÷åê è ìîãóò
êàñàòüñÿ îäíà äðóãîé â íåêîòîðîé òî÷êå P .
Â ïåðâîì ñëó÷àå ïó÷îê ñîñòîèò èç âñåõ îêðóæíîñòåé, ïðîõîäÿùèõ
÷åðåç òî÷êè P è Q, à ðàäèêàëüíîé îñüþ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ PQ. Òàêîé
ïó÷îê íàçûâàåòñÿ ýëëèïòè÷åñêèì.
Âî âòîðîì ñëó÷àå ïó÷îê ñîñòîèò èç ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèõñÿ
îêðóæíîñòåé. Òàêîé ïó÷îê íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì. Ðàäèêàëü-
íàÿ îñü ïó÷êà íå èìååò îáùèõ òî÷åê ñ îêðóæíîñòÿìè ïó÷êà.
Â òðåòüåì ñëó÷àå ïó÷îê ñîñòîèò èç âñåõ îêðóæíîñòåé, êàñàþùèõ-
ñÿ íåêîòîðîé ïðÿìîé â îäíîé è òîé æå òî÷êå P . Ñàìà ïðÿìàÿ ïðè
ýòîì ÿâëÿåòñÿ ðàäèêàëüíîé îñüþ ïó÷êà. Òàêîé ïó÷îê íàçûâàåòñÿ
ïàðàáîëè÷åñêèì.
Ðèñ. 50. Ýëëèïòè÷åñêèé ïó÷îê îêðóæíîñòåé.
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Ðèñ. 51. Ãèïåðáîëè÷åñêèé ïó÷îê îêðóæíîñòåé.
Ðèñ. 52. Ïàðàáîëè÷åñêèé ïó÷îê îêðóæíîñòåé.
Åñëè îêðóæíîñòü  çàäàíà óðàâíåíèåì (60), à M(x; y)  òî÷êà,
ëåæàùàÿ âíå îêðóæíîñòè, òî ÷èñëî
p(M) = (x  a)2 + (y   b)2  R2 (69)
ðàâíî êâàäðàòó êàñàòåëüíîé, ïðîâåäåííîé èç òî÷êèM ê îêðóæíîñòè
 (ñì. ðèñóíîê 49):
  !
CM 2    !CM02 =    !MM02:
Åñëè æå òî÷êà M(x; y)  âíóòðåííÿÿ òî÷êà îêðóæíîñòè, òî ÷èñëî
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(69) îòðèöàòåëüíî è ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ
îòðåçêîâ, íà êîòîðûå òî÷êà M äåëèò ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç íåå õîðäó.
×èñëî (69) íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ òî÷êèM îòíîñèòåëüíî îêðóæ-
íîñòè .
Çàäà÷à 37. Äîêàçàòü, ÷òî ðàäèêàëüíàÿ îñü ïó÷êà îêðóæíîñòåé
ñîñòîèò èç òî÷åê, êîòîðûå èìåþò îäèíàêîâóþ ñòåïåíü îòíîñèòåëüíî
âñåõ îêðóæíîñòåé ïó÷êà.
Ðåøåíèå. Åñëè ïðèðàâíÿòü ëåâûå ÷àñòè óðàâíåíèé (66) è (67),
òî ïîëó÷èòñÿ êàê ðàç óðàâíåíèå ðàäèêàëüíîé îñè. Îñòàåòñÿ òîëüêî
çàìåòèòü, ÷òî â êà÷åñòâå áàçèñíûõ îêðóæíîñòåé ïó÷êà ìîæíî âçÿòü
ëþáûå äâå îêðóæíîñòè ïó÷êà.
Çàäà÷à 38. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ îêðóæíîñòåé
x2 + y2   2x  4y   20 = 0 è x2 + y2   8x  8y   4 = 0:
Ðåøåíèå. Âû÷èòàÿ èç îäíîãî óðàâíåíèÿ äðóãîå, ïîëó÷èì óðàâíå-
íèå ðàäèêàëüíîé îñè ýëëèïòè÷åñêîãî ïó÷êà 3x  2y   8 = 0.
Çàäà÷à 39. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
òî÷êó A(1; 2) è òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé x  7y + 10 = 0 ñ îêðóæ-
íîñòüþ x2 + y2   2x  4y   20 = 0.
Ðåøåíèå. Èñêîìàÿ îêðóæíîñòü ïðèíàäëåæèò ïó÷êó
(x2 + y2   2x  4y   20) + (x  7y + 10) = 0:
Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî óðàâíåíèå êîîðäèíàòû òî÷êè A, ïîëó÷èì  25+
25 = 0, îòêóäà  =  = 1 è èñêîìàÿ îêðóæíîñòü èìååò óðàâíåíèå
x2 + y2   x  3y   10 = 0.
Çàäà÷à 40. Äîêàçàòü, ÷òî ãèïåðáîëè÷åñêèé ïó÷îê ñîäåðæèò äâå
îêðóæíîñòè íóëåâîãî ðàäèóñà 1 è 2. Äîêàçàòü, ÷òî îêðóæíîñòè
ýëëèïòè÷åñêîãî ïó÷êà, ñîñòîÿùåãî èç âñåõ îêðóæíîñòåé, ïðîõîäÿ-
ùèõ ÷åðåç òî÷êè 1 è 2 ïåðåñåêàþò îêðóæíîñòè ãèïåðáîëè÷åñêîãî
ïó÷êà ïîä ïðÿìûì óãëîì.
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Ðåøåíèå. Âûáåðåì ñèñòåìó êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè, ïî îòíîøå-
íèþ ê êîòîðîé ðàäèêàëüíàÿ îñü ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïó÷êà ñîâïàäàåò ñ
îñüþ îðäèíàò, à íåêîòîðàÿ (áàçèñíàÿ) îêðóæíîñòü ïó÷êà èìååò óðàâ-
íåíèå (x  a)2 + y2   R2 = 0, ãäå a2 > R2. Óðàâíåíèå ãèïåðáîëè÷å-
ñêîãî ïó÷êà òîãäà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
(x a)2+y2 R2+2x = 0 ,  x (a )2+y2+a2 R2 (a )2 = 0:
Ïîñêîëüêó a2   R2 > 0, óðàâíåíèå (a   )2 = a2   R2 îòíîñè-
òåëüíî íåèçâåñòíîãî  èìååò äâà âåùåñòâåííûõ ðåøåíèÿ 1 è 2.
Ýòèì ðåøåíèÿì ñîîòâåòñòâóþò äâå îêðóæíîñòè íóëåâîãî ðàäèóñà,
ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé äâå ïàðû ñîâïàäàþùèõ òî÷åê A1(a 1; 0) è
A2(a   2; 0), ðàñïîëîæåííûõ ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî îñè îðäè-
íàò.
Ðèñ. 53. Îðòîãîíàëüíûå ïó÷êè îêðóæíîñòåé.
Ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà îñè îðäèíàò B(0; y) èìååò îäèíàêîâóþ ñòå-
ïåíü îòíîñèòåëüíî âñåõ îêðóæíîñòåé ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïó÷êà (îñü
îðäèíàò  ðàäèêàëüíàÿ îñü ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïó÷êà), ðàâíóþ ñêà-
ëÿðíîìó êâàäðàòó âåêòîðà
  !
BA1. Ýòî çíà÷èò, ÷òî âñå êàñàòåëüíûå,
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ïðîâåäåííûå èç òî÷êè B ê îêðóæíîñòÿì ïó÷êà èìåþò îäèíàêîâóþ
äëèíó, ðàâíóþ j  !BA1j. Ïîñêîëüêó ýòè êàñàòåëüíûå îðòîãîíàëüíû ðà-
äèóñàì îêðóæíîñòåé ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïó÷êà, ïðîâåäåííûì â òî÷êó
êàñàíèÿ, îêðóæíîñòü ðàäèóñà j  !BA1j ñ öåíòðîì â òî÷êå B(0; y) ïåðå-
ñåêàåò âñå îêðóæíîñòè ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïó÷êà ïîä ïðÿìûì óãëîì.
Çàäà÷à 41. Äîêàçàòü, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê íà ïëîñêî-
ñòè, äëÿ êîòîðûõ îòíîøåíèå ðàññòîÿíèÿ äî òî÷êè A ê ðàññòîÿíèþ äî
òî÷êè B ðàâíî  = const, ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ, ïðèíàäëåæàùåé
ãèïåðáîëè÷åñêîìó ïó÷êó, ñîäåðæàùåìó òî÷êè A è B êàê îêðóæíî-
ñòè íóëåâîãî ðàäèóñà.
Ðåøåíèå. Ïóñòü  = tg. Îêðóæíîñòè íóëåâîãî ðàäèóñà 1 = A
è 2 = B ñ óðàâíåíèÿìè
(r  rA)2 = 0 è (r  rB)2 = 0
ìîæíî âçÿòü çà áàçèñíûå îêðóæíîñòè ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïó÷êà. Òî-
ãäà èñêîìîå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îêðóæíîñòü
ïó÷êà, óðàâíåíèå êîòîðîé èìååò âèä
cos2 (r  rA)2   sin2 (r  rB)2 = 0:
Ðåêîìåíäóåìàÿ ëèòåðàòóðà: [4], 10.9, [8], 17.
Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ: [3], 390, 392, 397, 402, 404, 410, 411, 413,
414, 427, 431, 433, 437, 441, 442, 450, 451, 452, 453, 455, 461,462; [13],
323, 342, 349, 360; [6], òåìà 15.
10 Êîíè÷åñêèå ñå÷åíèÿ
Ðàññìîòðèì â E3 äâå ïðÿìûå `1 è `2, ïåðåñåêàþùèåñÿ â òî÷êå S ïîä
óãëîì  2  0; 2. Ïðÿìóþ `1 çàôèêñèðóåì, à ïðÿìóþ `2 áóäåì âðà-
ùàòü âîêðóã `1. Ïðè ýòîì ïðÿìàÿ `2 îïèøåò ïîâåðõíîñòü e â E3, íà-
çûâàåìóþ êîíóñîì. Ïðÿìàÿ `1 ÿâëÿåòñÿ îñüþ ñèììåòðèè êîíóñà e è
íàçûâàåòñÿ îñüþ ýòîãî êîíóñà. Òî÷êà S íàçûâàåòñÿ âåðøèíîé êîíó-
ñà. Êîíóñ e ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ
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÷åðåç âåðøèíó S, ïîëó÷àþùèõñÿ ïîâîðîòîì íà÷àëüíîé ïðÿìîé `2.
Êàæäàÿ ïðÿìàÿ ýòîãî ñåìåéñòâà íàçûâàåòñÿ (ïðÿìîëèíåéíîé) îáðà-
çóþùåé êîíóñà e.
Ìíîæåñòâî  = e\, ïî êîòîðîìó êîíóñ e ïåðåñåêàåòñÿ ïëîñêî-
ñòüþ , íå ïðîõîäÿùåé ÷åðåç åãî âåðøèíó S, íàçûâàåòñÿ êîíè÷åñêèì
ñå÷åíèåì. Êîíè÷åñêîå ñå÷åíèå  ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ïëîñêî-
ñòè . Âûÿñíèì, ÷òî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýòî ïîäìíîæåñòâî   .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç  2 0; 2 óãîë ìåæäó ïëîñêîñòüþ  è îñüþ êî-
íóñà. Ðàññìîòðèì ïî îòäåëüíîñòè ñëåäóþùèå òðè âîçìîæíûõ ñëó-
÷àÿ: 1)  > , 2)  = , 3)  < .
Ñëó÷àé 1)  >  .
Ïðè  = 2 êîíè÷åñêîå ñå÷åíèå  =
e \  ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
îêðóæíîñòü. Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî  < 2 . Îñóùåñòâèì
ñëåäóþùèå ïîñòðîåíèÿ (ñì. ðèñóíîê 54). Âïèøåì â êîíóñ e äâå
ñôåðû 1 è 2, êàñàþùèåñÿ ïëîñêîñòè . Òî÷êè êàñàíèÿ ñôåð 1
è 2 ñ ïëîñêîñòüþ  îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç F1 è F2. Êàæ-
äàÿ èç ñôåð 1 è 2 êàñàåòñÿ êîíóñà e ïî îêðóæíîñòè, ëåæàùåé
â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè êîíóñà. Îáîçíà÷èì óêàçàííûå
îêðóæíîñòè ÷åðåç !1 è !2, à ïëîñêîñòè ÷åðåç 1 è 2 ñîîòâåòñòâåííî.
Îáîçíà÷èì òàêæå ÷åðåç D1 è D2 ïðÿìûå, ïî êîòîðûì ïëîñêîñòü 
ïåðåñåêàåò ñîîòâåòñòâåííî ïëîñêîñòè 1 è 2.
Ïóñòü M  ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà êîíè÷åñêîãî ñå÷åíèÿ . Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç A1 è A2 òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ îáðàçóþùåé SM ñ îêðóæ-
íîñòÿìè !1 è !2 ñîîòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì çàòåì ÷åðåç C1 è C2
îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðîâ, îïóùåííûõ èç òî÷êè M íà ïðÿìûå D1
è D2, à ÷åðåç P1 è P2 îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðîâ, îïóùåííûõ èç
òî÷êè M íà ïëîñêîñòè 1 è 2.
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Ðèñ. 54.
Ïîñêîëüêó âñÿêèå äâå êàñàòåëüíûå ê ñôåðå, ïðîâåäåííûå èç îäíîé
è òîé æå òî÷êè, ðàâíû, òî j  !MF1j = j   !MA1j, à j  !MF2j = j   !MA2j. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî
j  !MF1j+ j  !MF2j = j   !MA1j+ j   !MA2j = j   !A1A2j:
Íî âåëè÷èíà j   !A1A2j, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé äëèíó îòðåçêà îáðàçóþ-
ùåé SM êîíóñà, ëåæàùåãî ìåæäó îêðóæíîñòÿìè !1 è !2, íå çàâèñèò
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îò âûáîðà òî÷êè M 2 . Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ òî÷êà M êîíè÷å-
ñêîãî ñå÷åíèÿ  â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþ-
ùåìó óñëîâèþ:
j  !MF1j+ j  !MF2j = const: (70)
Ìíîæåñòâî òî÷åê åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
(70), íàçûâàåòñÿ ýëëèïñîì. Òî÷íåå, ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùåå îïðå-
äåëåíèå.
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü íà ïëîñêîñòè E2 äàíû äâå òî÷êè F1 è F2,
ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè ðàâíî 2c. Ýëëèïñîì ñ ôîêóñàìè F1
è F2 íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî  âñåõ òî÷åê M ïëîñêîñòè, ñóììà
ðàññòîÿíèé îò êîòîðûõ äî F1 è F2 ðàâíà íåêîòîðîìó ïîñòîÿííîìó
÷èñëó 2a > 2c, òî åñòü
 = fM 2 E2 j j  !MF1j+ j  !MF2j = 2ag: (71)
Ñ òî÷íîñòüþ äî ïîëîæåíèÿ íà ïëîñêîñòè ýëëèïñ îïðåäåëÿåòñÿ äâó-






Äëÿ ýëëèïñà, ÿâëÿþùåãîñÿ êîíè÷åñêèì ñå÷åíèåì, ïàðàìåòð 2a
ðàâåí äëèíå îòðåçêà A1A2 âíåøíåé îáùåé êàñàòåëüíîé ïðÿìîé ê
ñôåðàì 1 è 2, à ïàðàìåòð 2c ðàâåí äëèíå îòðåçêà F1F2 âíóòðåí-
íåé îáùåé êàñàòåëüíîé ïðÿìîé ê ýòèì ñôåðàì. Ïîñêîëüêó j   !A1A2j =





Â ñëó÷àå, êîãäà ôîêóñû ýëëèïñà (71) ñîâïàäàþò: F1 = F2 = O,
ýëëèïñ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê, íàõîäÿùèõñÿ íà
ðàññòîÿíèè a îò òî÷êè O, òî åñòü îêðóæíîñòü ðàäèóñà a ñ öåíòðîì
â òî÷êå O. Ýêñöåíòðèñèòåò îêðóæíîñòè ðàâåí íóëþ.
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Ïóñòü ýëëèïñ  íå ÿâëÿåòñÿ
îêðóæíîñòüþ è M 2 . ×èñëà














íûõ òðåóãîëüíèêîâ MP2A2 è
MP2C2 äëÿ ýëëèïñà , ÿâëÿþ-
ùåãîñÿ êîíè÷åñêèì ñå÷åíèåì
(ðèñóíîê 54), ïîëó÷àåì, ÷òî
j  !MP2j = j   !MC2j cos ;




















Ïðÿìûå D2 è D1 íàçûâàþòñÿ äèðåêòðèñàìè ýëëèïñà . Ðàññòîÿíèÿ
îò òî÷êèM ýëëèïñà äî åãî äèðåêòðèñ îáîçíà÷àþò ñëåäóþùèì îáðà-
çîì: d1 = j   !MC1j, d2 = j   !MC2j.
Èç ïîëó÷åííûõ ñîîòíîøåíèé (73) è (74) âûòåêàåò ñëåäóþùåå ñâîé-
ñòâî ýëëèïñà.
Îòíîøåíèå ôîêàëüíîãî ðàäèóñà òî÷êè M ýëëèïñà ê ðàññòîÿíèþ
îò ýòîé òî÷êè äî ñîîòâåòñòâóþùåé äèðåêòðèñû íå çàâèñèò îò








Çàìå÷àíèå. Âûøåïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ îòíîñÿòñÿ ê ýëëèïñó,
ÿâëÿþùåìóñÿ êîíè÷åñêèì ñå÷åíèåì. Íèæå áóäåò óêàçàíî, êàê íàõî-
äÿòñÿ äèðåêòðèñû ïðîèçâîëüíîãî ýëëèïñà, îïðåäåëåííîãî óñëîâèåì
(71).
Êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ýëëèïñà.
Ðàññìîòðèì ýëëèïñ , îïðåäåëåííûé êàê ìíîæåñòâî òî÷åê (71).
Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïðÿìàÿ F1F2 è ïåðïåíäèêóëÿð ê
F1F2, äåëÿùèé îòðåçîê F1F2 ïîïîëàì, ÿâëÿþòñÿ îñÿìè ñèììåòðèè
ýëëèïñà. Âûáåðåì ïðÿìîóãîëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè
E2, â êîòîðîé ýòè ïðÿìûå ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî îñÿìè àáñöèññ è
îðäèíàò (ñì. ðèñóíîê 56). Â ýòîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ôîêóñû ýëëèïñà
è ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè èìåþò ñîîòâåòñòâåííî êîîðäèíàòû
F1( c ; 0), F2(c ; 0), M(x; y), à ñîîòíîøåíèå (71) ïðèíèìàåò âèäp
(x+ c)2 + y2 +
p
(x  c)2 + y2 = 2a: (76)
Ïåðåíåñåì âòîðîé ðàäèêàë â ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà è âîçâåäåì îáå
÷àñòè ðàâåíñòâà â êâàäðàò:
(x+ c)2 + y2 = 4a2   4a
p
(x  c)2 + y2 + (x  c)2 + y2:




(x  c)2 + y2 = a2   cx: (77)




x2   2cx+ c2+ y2 = a4   2a2cx+ c2x2 ()
(a2   c2) x2 + a2y2 = a2(a2   c2):
Ââîäÿ îáîçíà÷åíèå b2 = a2   c2; ïåðåïèøåì ïîñëåäíåå óðàâíåíèå â























Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî âñÿêàÿ òî÷êà M(x; y), êîîðäèíàòû êî-
òîðîé óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (78), ïðèíàäëåæèò ðàññìàòðèâà-
åìîìó ýëëèïñó (71). Äåéñòâèòåëüíî, óðàâíåíèå (78) ýêâèâàëåíòíî
ñëåäóþùåìó:








(x+ c)2 + y2 =
r
















Ïðè èçâëå÷åíèè êâàäðàòíîãî êîðíÿ áûë âûáðàí çíàê ¾+¿, ïîñêîëüêó
äëÿ òî÷êè M(x; y), êîîðäèíàòû êîòîðîé óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ





(x  c)2 + y2 =
r












  2cx+ a2 = a  c
a
x;
îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî j  !MF1j+ j  !MF2j = 2a; òî åñòü M 2 .
Òàêèì îáðàçîì, âñÿêèé ýëëèïñ ìîæåò áûòü çàäàí â íåêîòîðîé







Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì. Ñèñòåìà êîîðäèíàò, â êî-
òîðîé ýëëèïñ èìååò óðàâíåíèå (78), íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêîé äëÿ
ýòîãî ýëëèïñà.
Îòìåòèì, ÷òî â ïðîöåññå âûâîäå êàíîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ýëëèï-
ñà áûëè íàéäåíû ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ ôîêàëüíûõ ðàäèóñîâ
òî÷êè M(x; y), ïðèíàäëåæàùåé ýëëèïñó , çàäàííîìó óðàâíåíèåì
(78):








Çàäà÷à 42. Åñëè ýëëèïñ ñ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì (78) è îñè
ñîîòâåòñòâóþùåé êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò èçîáðàæåíû íà
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ïëîñêîñòè, òî ðàñïîëîæåíèå ôîêóñîâ ýòîãî ýëëèïñà ìîæíî íàéòè ñ
ïîìîùüþ ïîñòðîåíèé, óêàçàííûõ íà ðèñóíêå 57.
Ïîäîáèå ýëëèïñîâ ñ îäèíàêîâûì ýêñöåíòðèñèòåòîì.
Ãîìîòåòèåé íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè E2 ñ öåíòðîì â òî÷êå O è
êîýôôèöèåíòîì k 2 R, k 6= 0, íàçûâàåòñÿ (âçàèìíî îäíîçíà÷íîå)
îòîáðàæåíèå
h : E2 3M 7!M 0 2 E2; òàêîå ÷òî
  !
OM 0 = k
  !
OM:
Ïîäîáèåì íà ïëîñêîñòè E2 íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå ' : E2 ! E2,
ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé êîìïîçèöèþ ãîìîòåòèè è äâèæåíèÿ.
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ãîìîòåòèè è ïîäîáèÿ îïðåäåëÿþòñÿ è â
ïðîñòðàíñòâå E3, à åñëè îïðåäåëèòü äâèæåíèå åâêëèäîâà àôôèííîãî
ïðîñòðàíñòâà En êàê èçîìîðôèçì ýòîãî ïðîñòðàíñòâà íà ñåáÿ, òî è
â ïðîñòðàíñòâå En.
Èç óðàâíåíèÿ (78) ñëåäóåò, ÷òî äâà ýëëèïñà 1 è 2, èìåþùèå




Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü äâà ýëëèïñà 1 è 2 èìåþò îäèíàêîâûé ýêñ-
öåíòðèñèòåò e1 = e2 = e. Ñîâìåñòèì äâèæåíèåì îñè êàíîíè÷åñêèõ
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Ïóñòü k  îòíîøåíèå ïàðàìåòðîâ a2 è a1, òîãäà
a2 = ka1 ) c2 = ea2 = kea1 = kc1 )
b2 =
p
(a2)2   (c2)2 = k
p
(a1)2   (c1)2 = kb1:
Ïîýòîìó, åñëè òî÷êà M1 ñ ðàäèóñ-âåêòîðîì
  !
OM1 ïðèíàäëåæèò ýë-





æèò ýëëèïñó 2 è íàîáîðîò.
Î÷åâèäíî è îáðàòíîå, åñëè ýëëèïñû ïîäîáíû, òî èõ ïàðàìåòðû
ïðîïîðöèîíàëüíû: a2 : a1 = b2 : b1 = c2 : c1 è ýêñöåíòðèñèòåòû
ñîâïàäàþò.
Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ïåðåñå÷åíèè êîíóñà ïàðàëëåëüíûìè ïëîñêî-
ñòÿìè ïîëó÷àþòñÿ ïîäîáíûå ýëëèïñû. Öåíòð ïîäîáèÿ ïðè ýòîì ñîâ-
ïàäàåò ñ âåðøèíîé êîíóñà.
Î÷åâèäíî, äëÿ êàæäîãî ÷èñëà e < 1 ìîæíî ïîäîáðàòü äâà òàêèõ
óãëà ;  2  0; 2, ÷òî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå (72), ïîýòîìó
âñÿêèé ýëëèïñ, îïðåäåëÿåìûé ïðîèçâîëüíûìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåò-
ðîâ a è c, ìîæíî ðåàëèçîâàòü êàê ïåðåñå÷åíèå êîíóñà ñ ïëîñêîñòüþ.
Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âñÿêèé ýëëèïñ èìååò äèðåêòðèñû.
Äèðåêòðèñû ýëëèïñà.








ÿâëÿþòñÿ äèðåêòðèñàìè ýëëèïñà. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññòîÿíèÿ îò òî÷-




















Ñâîéñòâî ýëëèïñà, âûðàæàåìîå ñîîòíîøåíèÿìè (75) èëè (80), ÿâ-
ëÿåòñÿ ñâîéñòâîì, îïðåäåëÿþùèì ýëëèïñ. Òî÷íåå, èìååò ìåñòî ñëå-
äóþùåå ïðåäëîæåíèå.
Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè çàäàíû ïðÿìàÿ
D è òî÷êà F , íå ïðèíàäëåæàùàÿ ïðÿìîé D, è ïóñòü çàäàíî ïîëî-
æèòåëüíîå ÷èñëî e < 1. Òîãäà ìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñêîñòè, äëÿ
êîòîðûõ îòíîøåíèå ðàññòîÿíèÿ äî òî÷êè F ê ðàññòîÿíèþ äî ïðÿ-
ìîé D ðàâíî ÷èñëó e, ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñîì ñ ýêñöåíòðèñèòåòîì e.
Ïðè ýòîì F  ýòî îäèí èç ôîêóñîâ ýòîãî ýëëèïñà, à D  äèðåê-
òðèñà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôîêóñó F .
Çàäà÷à 43. Äîêàçàòü ýòî ïðåäëîæåíèå.




  c = h; c
a
= e
îäíîçíà÷íî íàõîäÿòñÿ ÷èñëà a è c. Òåïåðü íà ïëîñêîñòè ìîæíî âû-
áðàòü ñèñòåìó êîîðäèíàò, â êîòîðîé ïðÿìàÿ D èìååò óðàâíåíèå x =
 ae , à òî÷êà F èìååò êîîðäèíàòû ( c ; 0). Îñòàåòñÿ çàïèñàòü óðàâ-
íåíèå j  !MF j = e dist(M;D) è ïîêàçàòü, ÷òî îíî ñîâïàäàåò ñ óðàâíå-
íèåì (78).
Îêðóæíîñòü êàê ýëëèïñ ñ ýêñöåíòðèñèòåòîì, ðàâíûì íóëþ.
Åñëè óãîë , îáðàçóåìûé ïëîñêîñòüþ  ñ îñüþ êîíóñà, óñòðåìèòü
ê 2 , òî ôîêóñû ýëëèïñà óñòðåìÿòñÿ íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó è ñîëüþò-
ñÿ ïðè  = 2 â îäíó òî÷êó, êîòîðàÿ îêàæåòñÿ è òî÷êîé êàñàíèÿ
ñôåð 1 è 2. Ýêñöåíòðèñèòåò ýëëèïñà ïðè ýòîì îáðàòèòñÿ â íóëü
è ýëëèïñ ïðåâðàòèòñÿ â îêðóæíîñòü. Ïëîñêîñòè , 1 è 2 îêàæóòñÿ
ïàðàëëåëüíû, è äèðåêòðèñû óñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.
Òàêèì îáðàçîì, îêðóæíîñòü ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ýëëèïñ
ñ íóëåâûì ýêñöåíòðèñèòåòîì.
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Òåðìèíû, èñïîëüçóåìûå ïðè ðàññìîòðåíèè ýëëèïñà.
×èñëî a íàçûâàåòñÿ áîëüøîé ïîëóîñüþ ýëëèïñà.
×èñëî b íàçûâàåòñÿ ìàëîé ïîëóîñüþ ýëëèïñà.
×èñëî 2c íàçûâàåòñÿ ôîêóñíûì ðàññòîÿíèåì.
Íà÷àëî êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, ÿâëÿþùååñÿ öåíòðîì
ñèììåòðèè ýëëèïñà, íàçûâàåòñÿ öåíòðîì ýëëèïñà.
Îñè êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, ÿâëÿþùèåñÿ îñÿìè ñèì-
ìåòðèè ýëëèïñà, íàçûâàþòñÿ îñÿìè ýëëèïñà.
Îñü àáñöèññ êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò íàçûâàåòñÿ áîëü-
øîé èëè ôîêàëüíîé îñüþ ýëëèïñà.
Îñü îðäèíàò êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò íàçûâàåòñÿ ìàëîé
îñüþ ýëëèïñà.
Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýëëèïñà ñ åãî îñÿìè, èìåþùèå êîîðäèíàòû
(a; 0) è (0;b), íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìè ýëëèïñà.
Ðåêîìåíäóåìàÿ ëèòåðàòóðà: [11], ëåêöèÿ 17; [1], ãëàâà II, 2; [7],
ãëàâà 6, 1, 2, 3.
Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ: [3], 392, 397, 401, 403, 410, 411, 413, 437,
438, 452, 453, 464, 465, 468, 471, 472, 473, 476, 477; [6], òåìû 15, 16.
Ñëó÷àé 2)  =  .
Â ýòîì ñëó÷àå ïëîñêîñòü  ïàðàëëåëüíà îäíîé èç îáðàçóþùèõ
êîíóñà è ïîýòîìó ïåðåñåêàåò âñå îáðàçóþùèå êðîìå îäíîé. Îñóùå-
ñòâèì ñëåäóþùèå ïîñòðîåíèÿ (ñì. ðèñóíîê 58).
Âïèøåì â êîíóñ e ñôåðó , êàñàþùóþñÿ ïëîñêîñòè . Ïóñòü F
 òî÷êà êàñàíèÿ ñôåðû  ñ ïëîñêîñòüþ . Ñôåðà  êàñàåòñÿ êîíó-
ñà e ïî îêðóæíîñòè, ëåæàùåé â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè
êîíóñà. Îáîçíà÷èì óêàçàííûå îêðóæíîñòü è ïëîñêîñòü ÷åðåç ! è
 ñîîòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì òàêæå ÷åðåç D ïðÿìóþ, ïî êîòîðîé
ïëîñêîñòü  ïåðåñåêàåò ïëîñêîñòü .
ÏóñòüM  ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà êîíè÷åñêîãî ñå÷åíèÿ , A  òî÷-
êà ïåðåñå÷åíèÿ îáðàçóþùåé SM ñ îêðóæíîñòüþ !, C  îñíîâàíèå
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ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç òî÷êè M íà ïðÿìóþ D, à P  îñ-
íîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç òî÷êè M íà ïëîñêîñòü .
Ðèñ. 59.
Ïîñêîëüêó âñÿêèå äâå êàñàòåëüíûå ê ñôåðå, ïðîâåäåííûå èç îä-
íîé è òîé æå òî÷êè, ðàâíû, òî j  !MF j = j  !MAj, à ïîñêîëüêó  = , òî
ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêèMPA èMPC ðàâíû, îòêóäà ñëåäóåò,
÷òî j  !MAj = j  !MCj. Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ òî÷êà M êîíè÷åñêî-
ãî ñå÷åíèÿ  â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó
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óñëîâèþ:
j  !MF j = j  !MCj: (81)
Ìíîæåñòâî òî÷åê åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
(81), íàçûâàåòñÿ ïàðàáîëîé. Òî÷íåå, ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùåå îïðå-
äåëåíèå.
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü íà ïëîñêîñòè E2 äàíû ïðÿìàÿ D è òî÷êà
F , íå ïðèíàäëåæàùàÿ ïðÿìîé D. Ïàðàáîëîé ñ ôîêóñîì F è äèðåê-
òðèñîé D íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî  âñåõ òî÷åêM ïëîñêîñòè, äëÿ
êîòîðûõ ðàññòîÿíèå äî òî÷êè F ðàâíî ðàññòîÿíèþ äî ïðÿìîé D,
òî åñòü
 = fM 2 E2 j j  !MF j = dist(M;D)g: (82)
Ïóñòü òî÷êàM ëåæèò íà ïàðàáîëå . ×èñëî r = j  !MF j íàçûâàåòñÿ
ôîêàëüíûì ðàäèóñîì òî÷êè M .
Ïóñòü d îçíà÷àåò ðàññòîÿíèå îò òî÷êè M 2  äî äèðåêòðèñû.
Ïîñêîëüêó äëÿ âñÿêîé ïàðàáîëû îòíîøåíèå ôîêàëüíîãî ðàäèóñà åå
òî÷êè M ê ðàññòîÿíèþ îò ýòîé òî÷êè äî äèðåêòðèñû íå çàâèñèò îò
âûáîðà òî÷êè M è ðàâíî 1, òî ïî îïðåäåëåíèþ ñ÷èòàåì, ÷òî âñÿ-
êàÿ ïàðàáîëà èìååò ýêñöåíòðèñèòåò e = 1. Ýòî îïðåäåëåíèå ñî-
ãëàñóåòñÿ è ñ ôîðìóëîé (72), ïîñêîëüêó â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå
cos  = cos.
Êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ïàðàáîëû.
Ðàññìîòðèì ïàðàáîëó , îïðåäåëåííóþ êàê ìíîæåñòâî òî÷åê (82).
Ïóñòü ðàññòîÿíèå îò ôîêóñà F ïàðàáîëû  äî åå äèðåêòðèñû D ðàâ-
íî p, òî åñòü dist(F;D) = p. Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ôîêóñ F è
ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ äèðåêòðèñå, ÿâëÿåòñÿ îñüþ ñèììåòðèè ïàðàáîëû.
Âûáåðåì ïðÿìîóãîëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè E2, â êîòî-
ðîé ýòà ïðÿìàÿ ÿâëÿåòñÿ îñüþ àáñöèññ, íà÷àëî êîîðäèíàò ðàâíîóäà-
ëåíî îò ôîêóñà è äèðåêòðèñû, à íàïðàâëåíèå îñè àáñöèññ ñîâïàäàåò
ñ íàïðàâëåíèåì îò äèðåêòðèñû ê ôîêóñó (ñì. ðèñóíîê 60). Â ýòîé






äèðåêòðèñà èìååò óðàâíåíèå x =  p2 . Ïóñòü M(x; y)  ïðîèçâîëü-
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Âîçâîäÿ îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà â êâàäðàò è ïðèâîäÿ ïîäîáíûå
÷ëåíû, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå, ýêâèâàëåíòíîå óðàâíåíèþ (83):










Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì ïàðàáîëû. Ñè-
ñòåìà êîîðäèíàò, â êîòîðîé ïàðàáîëà èìååò óðàâíåíèå (84), íàçûâà-
åòñÿ êàíîíè÷åñêîé äëÿ ýòîé ïàðàáîëû.
Èç óðàâíåíèé (83) è (84) ñëåäóåò, ÷òî â êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìå






Åñëè ïëîñêîñòü , ïåðåñåêàþùóþ êîíóñ e ïî ïàðàáîëå , ïåðåìå-
ùàòü ïàðàëëåëüíî ñåáå, òî ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, ìîæíî íàéòè òàêîå
åå ïîëîæåíèå, ïðè êîòîðîì ïàðàìåòð dist(F;D) = p ïðèìåò ëþáîå
íàïåðåä çàäàííîå çíà÷åíèå. Ïîýòîìó ëþáóþ ïàðàáîëó, îïðåäåëÿå-
ìóþ ïðîèçâîëüíûì çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà p, ìîæíî ðåàëèçîâàòü êàê
ïåðåñå÷åíèå êîíóñà ñ ïëîñêîñòüþ.
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Ïîäîáèå ïàðàáîë.





Äåéñòâèòåëüíî, åñëè äâèæåíèåì ñîâìåñòèòü êàíîíè÷åñêèå ñèñòå-
ìû êîîðäèíàò ïàðàáîë 1 è 2, òî îíè îêàæóòñÿ ãîìîòåòè÷íûìè ñ






Äëÿ ïðîâåðêè ýòîãî ôàêòà äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî ïðÿìàÿ x =
`t, y = mt ïåðåñåêàåò ïàðàáîëû, çàäàííûå óðàâíåíèÿìè
y2 = 2p1x è y
2 = 2p2x;


















Ïîñêîëüêó ïàðàëëåëüíûå ïëîñêîñòè, î÷åâèäíî, ãîìîòåòè÷íû ñ öåí-
òðîì ãîìîòåòèè â ëþáîé, íå ïðèíàäëåæàùåé èì òî÷êå, è, â ÷àñòíî-
ñòè, ñ öåíòðîì ãîìîòåòèè â âåðøèíå S êîíóñà e (ðèñóíîê 58), òî
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ïàðàáîëû, âûñåêàåìûå êîíóñîì e íà ýòèõ ïëîñêîñòÿõ, ãîìîòåòè÷íû,
à ñëåäîâàòåëüíî, è ïîäîáíû.
Òåðìèíû, èñïîëüçóåìûå ïðè ðàññìîòðåíèè ïàðàáîëû.
×èñëî p â êàíîíè÷åñêîì óðàâíåíèè ïàðàáîëû ñîâïàäàåò ñ ïîëî-
âèíîé õîðäû ïàðàáîëû, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ôîêóñ ïàðàáîëû ïåðïåí-
äèêóëÿðíî åå îñè. Ýòî ÷èñëî íàçûâàåòñÿ ôîêàëüíûì ïàðàìåòðîì
ïàðàáîëû.
Îñü îðäèíàò êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, ÿâëÿþùàÿñÿ îñüþ
ñèììåòðèè ïàðàáîëû, íàçûâàåòñÿ îñüþ ïàðàáîëû.
Íà÷àëî êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò (0; 0), ÿâëÿþùååñÿ òî÷-
êîé ïåðåñå÷åíèÿ ïàðàáîëû ñ åå îñüþ, íàçûâàåòñÿ âåðøèíîé ïàðàáî-
ëû.
Ðåêîìåíäóåìàÿ ëèòåðàòóðà: [11], ëåêöèÿ 17; [1], ãëàâà II, 1; [7],
ãëàâà 6, 1, 2, 3.
Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ: [3], 627, 628, 629, 630, 631, 635, 636, 637;
[6], òåìà 18.
Ñëó÷àé 3)  <  .
Â ýòîì ñëó÷àå ïëîñêîñòü  ïåðåñåêàåò êîíóñ e ïî îáå ñòîðîíû îò
åãî âåðøèíû. Êàê è â ïåðâîì ñëó÷àå, âïèøåì â êîíóñ äâå ñôåðû 1 è
2, êàñàþùèåñÿ ïëîñêîñòè  (ñì. ðèñóíîê 61), è ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:
F1 è F2 äëÿ òî÷åê êàñàíèÿ ñôåð 1 è 2 ñ ïëîñêîñòüþ , !1 è !2 äëÿ
îêðóæíîñòåé, ïî êîòîðûì ñôåðû 1 è 2 êàñàþòñÿ êîíóñà e, 1 è
2 äëÿ ïëîñêîñòåé, â êîòîðûõ ðàñïîëîæåíû îêðóæíîñòè !1 è !2, D1
è D2 äëÿ ïðÿìûõ, ïî êîòîðûì ïëîñêîñòü  ïåðåñåêàåò ïëîñêîñòè 1
è 2 ñîîòâåòñòâåííî.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó M êîíè÷åñêîãî ñå÷åíèÿ , ðàñ-
ïîëîæåííóþ â òîé æå ÷àñòè êîíóñà e, ÷òî è îêðóæíîñòü !2. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç A1 è A2 òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ îáðàçóþùåé SM ñ îêðóæ-
íîñòÿìè !1 è !2, ÷åðåç C1 è C2 îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðîâ, îïó-
ùåííûõ èç òî÷êè M íà ïðÿìûå D1 è D2, à ÷åðåç P1 è P2 îñíîâàíèÿ
ïåðïåíäèêóëÿðîâ, îïóùåííûõ èç òî÷êè M íà ïëîñêîñòè 1 è 2.
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Ðèñ. 62.
Ïîñêîëüêó âñÿêèå äâå êàñàòåëüíûå ê ñôåðå, ïðîâåäåííûå èç îäíîé
è òîé æå òî÷êè, ðàâíû, òî j  !MF1j = j   !MA1j, à j  !MF2j = j   !MA2j. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî
j  !MF1j   j  !MF2j = j   !MA1j   j   !MA2j = j   !A1A2j:
Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè M 2 , ðàñïîëîæåííîé â òîé æå ÷àñòè
êîíóñà e, ÷òî è îêðóæíîñòü !2, àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì
j  !MF1j   j  !MF2j = j   !A1A2j:
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Òàê êàê âåëè÷èíà j   !A1A2j ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äëèíó îòðåçêà îáðà-
çóþùåé SM êîíóñà, ëåæàùåãî ìåæäó îêðóæíîñòÿìè !1 è !2, è íå
çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè M 2 , òî êàæäàÿ òî÷êà M êîíè÷åñêî-
ãî ñå÷åíèÿ  â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó
óñëîâèþ: j  !MF1j   j  !MF2j = const: (85)
Ìíîæåñòâî òî÷åê åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî-
âèþ (85), íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëîé. Òî÷íåå, ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùåå
îïðåäåëåíèå.
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü íà ïëîñêîñòè E2 äàíû äâå òî÷êè F1 è F2,
ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè ðàâíî 2c. Ãèïåðáîëîé ñ ôîêóñàìè F1
è F2 íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî  âñåõ òî÷åêM ïëîñêîñòè, àáñîëþò-
íàÿ âåëè÷èíà ðàçíîñòè ðàññòîÿíèé îò êîòîðûõ äî F1 è F2 ðàâíà




 j  !MF1j   j  !MF2j = 2a	: (86)
Ñ òî÷íîñòüþ äî ïîëîæåíèÿ íà ïëîñêîñòè ãèïåðáîëà îïðåäåëÿåòñÿ






Äëÿ ãèïåðáîëû, ÿâëÿþùåéñÿ êîíè÷åñêèì ñå÷åíèåì, ïàðàìåòð 2a
ðàâåí äëèíå îòðåçêà A1A2 âíóòðåííåé îáùåé êàñàòåëüíîé ïðÿìîé ê
ñôåðàì 1 è 2, à ïàðàìåòð 2c ðàâåí äëèíå îòðåçêà F1F2 âíåøíåé îá-
ùåé êàñàòåëüíîé ïðÿìîé ê ýòèì ñôåðàì. Ïîñêîëüêó (ñì. ðèñóíîê 63)





×èñëà r1 = j  !MF1j è r2 = j  !MF2j íàçûâàþòñÿ ôîêàëüíûìè ðàäèó-














äëÿ ãèïåðáîëû , ÿâëÿþùåéñÿ êîíè÷åñêèì ñå÷åíèåì (ðèñóíîê 63),
ïîëó÷àåì, êàê è â ñëó÷àå ýëëèïñà,
÷òî j  !MP2j = j   !MC2j cos , j  !MP2j =












óãîëüíèêè MP1A1 è MP1C1, ïðè-







Ïðÿìûå D2 è D1 íàçûâàþòñÿ äè-
ðåêòðèñàìè ãèïåðáîëû. Îáîçíà-
÷èì ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè M ãè-
ïåðáîëû äî äèðåêòðèñ ÷åðåç d1 =
j   !MC1j, d2 = j   !MC2j. Èç ñîîòíîøå-
íèé (88) è (89) âûòåêàåò ñëåäóþ-
ùåå ñâîéñòâî ãèïåðáîëû.
Îòíîøåíèå ôîêàëüíîãî ðàäèóñà òî÷êè M ãèïåðáîëû ê ðàññòîÿ-
íèþ îò ýòîé òî÷êè äî ñîîòâåòñòâóþùåé äèðåêòðèñû íå çàâèñèò







Çàìå÷àíèå. Âûøåïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ îòíîñÿòñÿ ê ãèïåð-
áîëå, ÿâëÿþùåéñÿ êîíè÷åñêèì ñå÷åíèåì. Íèæå áóäåò óêàçàíî, êàê





Ðàññìîòðèì ãèïåðáîëó , îïðåäåëåííóþ êàê ìíîæåñòâî òî÷åê
(86). Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïðÿìàÿ F1F2 è ïåðïåíäè-
êóëÿð ê F1F2, äåëÿùèé îòðåçîê F1F2 ïîïîëàì, ÿâëÿþòñÿ îñÿìè ñèì-
ìåòðèè ãèïåðáîëû. Âûáåðåì ïðÿìîóãîëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò íà
ïëîñêîñòè E2, â êîòîðîé ýòè ïðÿìûå ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî îñÿ-
ìè àáñöèññ è îðäèíàò (ñì. ðèñóíîê 65). Â ýòîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
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ôîêóñû ãèïåðáîëû è ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè èìåþò ñîîòâåò-
ñòâåííî êîîðäèíàòû F1( c ; 0), F2(c ; 0),M(x; y), à ñîîòíîøåíèå (86)
ïðèíèìàåò âèäp
(x+ c)2 + y2  
p
(x  c)2 + y2 = 2a: (91)
Ïåðåíîñÿ âòîðîé ðàäèêàë â ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà è âîçâîäÿ çà-
òåì äâà ðàçà â êâàäðàò, îñâîáîæäàåìñÿ îò èððàöèîíàëüíîñòè. Ïîñëå
íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå, ÿâëÿþ-







ãäå b2 = c2   a2.









Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî âñÿêàÿ òî÷êà M(x; y), êîîðäèíàòû êîòî-
ðîé óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (92), ïðèíàäëåæèò ðàññìàòðèâàåìîé
ãèïåðáîëå (86). Äåéñòâèòåëüíî, óðàâíåíèå (92) ýêâèâàëåíòíî ñëåäó-
þùåìó: y2 = b
2
a2x
2   b2. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå äëÿ y2 â ôîð-
ìóëû äëÿ ðàññòîÿíèÿ îò M äî ôîêóñîâ j  !MF1j =
p
(x+ c)2 + y2 è
j  !MF2j =
p
(x  c)2 + y2, ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ ïîëó-
÷èì, ÷òî äëÿ òî÷åê ãèïåðáîëû ñ àáñöèññîé x 6  a
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j  !MF1j =  a  c
a
x; j  !MF2j = a  c
a
x; (93)
à äëÿ òî÷åê ãèïåðáîëû ñ àáñöèññîé x > a
j  !MF1j = a+ c
a
x; j  !MF2j =  a+ c
a
x; (94)
îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî j  !MF1j   j  !MF2j = 2a, òî åñòü M 2 .
Òàêèì îáðàçîì, âñÿêàÿ ãèïåðáîëà ìîæåò áûòü çàäàíà â íåêîòîðîé
ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò óðàâíåíèåì (92). Ýòî óðàâíåíèå
íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì. Ñèñòåìà êîîðäèíàò, â êîòîðîé ãèïåðáîëà
èìååò óðàâíåíèå (92), íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêîé äëÿ ýòîé ãèïåðáîëû.
Èç óðàâíåíèÿ (92) ñëåäóåò, ÷òî ãèïåðáîëà ñîñòîèò èç äâóõ âåò-
âåé, îïðåäåëÿåìûõ â êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñîîòíîøåíè-
ÿìè x 6   a è x > a ñîîòâåòñòâåííî. Ïî îòíîøåíèþ ê êàíîíè÷åñêîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò ïåðâàÿ èç íèõ íàçûâàåòñÿ ëåâîé âåòâüþ, à âòîðàÿ
ïðàâîé âåòâüþ.
Ïîñêîëüêó âñÿêàÿ òî÷êàM , óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñîîòíîøåíèÿì (93)
èëè (94), ïðèíàäëåæèò ãèïåðáîëå, èìåþùåé óðàâíåíèå (92), òî ôîð-
ìóëû (93) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âûðàæåíèÿ äëÿ ôîêàëüíûõ ðàäèóñîâ
òî÷êè M(x; y), ïðèíàäëåæàùåé ëåâîé âåòâè ãèïåðáîëû , çàäàííîé
óðàâíåíèåì (92):
r1 =  a  ex; r2 = a  ex; (95)
à ôîðìóëû (94) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âûðàæåíèÿ äëÿ ôîêàëüíûõ ðà-
äèóñîâ òî÷êè M(x; y), ïðèíàäëåæàùåé ïðàâîé âåòâè ýòîé ãèïåðáî-
ëû:
r1 = a+ ex; r2 =  a+ ex: (96)
Çàäà÷à 44. Åñëè ãèïåðáîëà ñ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì (92) è îñè
ñîîòâåòñòâóþùåé êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò èçîáðàæåíû íà
ïëîñêîñòè, òî ðàñïîëîæåíèå ôîêóñîâ ýòîé ãèïåðáîëû ìîæíî íàéòè







Ïîäîáèå ãèïåðáîë ñ îäèíàêîâûì ýêñöåíòðèñèòåòîì.
Èç óðàâíåíèÿ (92) ñëåäóåò, ÷òî äâå ãèïåðáîëû 1 è 2, èìåþùèå
îäèíàêîâûé ýêñöåíòðèñèòåò e1 = e2 = e, ïîäîáíû. Ýòî äîêàçûâà-
åòñÿ ðàññóæäåíèÿìè, àíàëîãè÷íûìè òåì, êîòîðûå èñïîëüçîâàëèñü
ïðè ðàññìîòðåíèè ýëëèïñîâ. Ïóñòü äâå ãèïåðáîëû 1 è 2 èìåþò
îäèíàêîâûé ýêñöåíòðèñèòåò e1 = e2 = e. Ñîâìåñòèì äâèæåíèåì îñè
êàíîíè÷åñêèõ ñèñòåì êîîðäèíàò ýòèõ ãèïåðáîë. Òîãäà ãèïåðáîëû 1













Ïóñòü k  îòíîøåíèå ïàðàìåòðîâ a2 è a1, òîãäà
a2 = ka1 ) c2 = ea2 = kea1 = kc1 )
b2 =
p
(c2)2   (a2)2 = k
p
(c1)2   (a1)2 = kb1:
Ïîýòîìó, åñëè òî÷êà M1 ñ ðàäèóñ-âåêòîðîì
  !
OM1 ïðèíàäëåæèò





íàäëåæèò ãèïåðáîëå 2 è íàîáîðîò.
Î÷åâèäíî è îáðàòíîå, åñëè ãèïåðáîëû ïîäîáíû, òî èõ ïàðàìåòðû
ïðîïîðöèîíàëüíû: a2 : a1 = b2 : b1 = c2 : c1 è ýêñöåíòðèñèòåòû
ñîâïàäàþò.
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Êàê è â ñëó÷àå ýëëèïñîâ, ïðè ïåðåñå÷åíèè êîíóñà ïàðàëëåëüíûìè
ïëîñêîñòÿìè ïîëó÷àþòñÿ ïîäîáíûå ãèïåðáîëû. Öåíòð ïîäîáèÿ ïðè
ýòîì ñîâïàäàåò ñ âåðøèíîé êîíóñà.
Äëÿ êàæäîãî ÷èñëà e > 1 ìîæíî ïîäîáðàòü äâà òàêèõ óãëà ;  2 
0; 2

, ÷òî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå (87), ïîýòîìó âñÿêàÿ ãè-
ïåðáîëà, îïðåäåëÿåìàÿ ïðîèçâîëüíûìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ a
è c, ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà êàê ïåðåñå÷åíèå íåêîòîðîãî êîíóñà
ñ ïëîñêîñòüþ. Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âñÿêàÿ ãèïåðáîëà
èìååò äèðåêòðèñû.
Äèðåêòðèñû ãèïåðáîëû.
Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ýëëèïñà, íå òðóäíî óáåäèòüñÿ (â äàííîì ñëó-
÷àå íåîáõîäèìî îòäåëüíî ðàññìàòðèâàòü òî÷êè, ïðèíàäëåæàùèå ëå-
âîé è ïðàâîé âåòâÿì ãèïåðáîëû), ÷òî ïðÿìûå D1 è D2, èìåþùèå
ñîîòâåòñòâåííî óðàâíåíèÿ x =  ae è x = ae , ÿâëÿþòñÿ äèðåêòðèñàìè
ãèïåðáîëû, òî åñòü ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè ãèïåðáîëû âûïîëíÿþòñÿ
ñîîòíîøåíèÿ (90).
Ñâîéñòâî ãèïåðáîëû, âûðàæàåìîå ñîîòíîøåíèÿìè (90), ÿâëÿåòñÿ
ñâîéñòâîì, îïðåäåëÿþùèì ãèïåðáîëó. Òî÷íåå, èìååò ìåñòî ñëåäóþ-
ùåå ïðåäëîæåíèå.
Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè çàäàíû ïðÿìàÿ
D è òî÷êà F , íå ïðèíàäëåæàùàÿ ïðÿìîé D, è ïóñòü çàäàíî ïî-
ëîæèòåëüíîå ÷èñëî e > 1. Òîãäà ìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñêîñòè,
äëÿ êîòîðûõ îòíîøåíèå ðàññòîÿíèÿ äî òî÷êè F ê ðàññòîÿíèþ äî
ïðÿìîé D ðàâíî ÷èñëó e, ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëîé ñ ýêñöåíòðèñèòå-
òîì e. Ïðè ýòîì F  ýòî îäèí èç ôîêóñîâ ýòîé ãèïåðáîëû, à
D  äèðåêòðèñà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôîêóñó F .
Çàäà÷à 45. Äîêàçàòü ýòî ïðåäëîæåíèå, âîñïîëüçîâàâøèñü óêàçà-
íèåì ê çàäà÷å 43 (ñì. ñ. 103).
Òåðìèíû, èñïîëüçóåìûå ïðè ðàññìîòðåíèè ãèïåðáîëû.
×èñëî a íàçûâàåòñÿ äåéñòâèòåëüíîé ïîëóîñüþ ãèïåðáîëû.
×èñëî b íàçûâàåòñÿ ìíèìîé ïîëóîñüþ ãèïåðáîëû.
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×èñëî 2c íàçûâàåòñÿ ôîêóñíûì ðàññòîÿíèåì.
Íà÷àëî êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, ÿâëÿþùååñÿ öåíòðîì
ñèììåòðèè ãèïåðáîëû, íàçûâàåòñÿ öåíòðîì ãèïåðáîëû.
Îñè êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, ÿâëÿþùèåñÿ îñÿìè ñèì-
ìåòðèè ãèïåðáîëû, íàçûâàþòñÿ îñÿìè ãèïåðáîëû.
Îñü àáñöèññ êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò íàçûâàåòñÿ äåé-
ñòâèòåëüíîé èëè ôîêàëüíîé îñüþ ãèïåðáîëû.
Îñü îðäèíàò êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò íàçûâàåòñÿ ìíè-
ìîé îñüþ ãèïåðáîëû.
Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãèïåðáîëû ñ åå äåéñòâèòåëüíîé îñüþ, èìåþ-
ùèå êîîðäèíàòû (a; 0), íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìè ãèïåðáîëû.
Àñèìïòîòû ãèïåðáîëû.
Ðàññìîòðèì ïëîñêîñòü 0, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç âåðøèíó S êîíóñà e
è ïàðàëëåëüíóþ ïëîñêîñòè , â êîòîðîé ëåæèò ãèïåðáîëà  = e\.
Ýòà ïëîñêîñòü 0 ïåðåñåêàåò êîíóñ e ïî äâóì åãî îáðàçóþùèì `1 è `2,
êîòîðûå, î÷åâèäíî, íå ïåðåñåêàþò ãèïåðáîëó. Ïðîâåäåì òåïåðü ÷åðåç
îáðàçóþùèå `1 è `2 êàñàòåëüíûå ïëîñêîñòè ê êîíóñó e. Îáîçíà÷èì
èõ ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç 1 è 2. Ïðÿìûå `
0
1 = 1 \  è `02 = 2 \ ,
ïî êîòîðûì ýòè ïëîñêîñòè ïåðåñåêàþò ïëîñêîñòü , î÷åâèäíî, ëåæàò
â ïëîñêîñòè  è íå èìåþò îáùèõ òî÷åê ñ êîíóñîì (ïîñêîëüêó êîíóñ
ïåðåñåêàåòñÿ ñ 1 è 2 ïî ïðÿìûì `1k`01 è `2k`02). Ñëåäîâàòåëüíî,
ïðÿìûå `01 è `
0
2 íå èìåþò îáùèõ òî÷åê ñ ãèïåðáîëîé  = e \ . Ýòè
äâå ïðÿìûå íàçûâàþòñÿ àñèìïòîòàìè ãèïåðáîëû.
Óäîáíåå, îäíàêî, â íàñòîÿùèé ìîìåíò èçó÷åíèÿ ãèïåðáîëû îïðå-
äåëèòü àñèìïòîòû ãèïåðáîëû êàê ïðÿìûå, êîòîðûå â êàíîíè÷åñêîé
äëÿ ãèïåðáîëû ñèñòåìå êîîðäèíàò èìåþò óðàâíåíèÿ
bx  ay = 0 è bx+ ay = 0: (97)
Ñ àëãåáðàè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ àñèìïòîòû ãèïåðáîëû áóäóò ðàñ-
ñìîòðåíû â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå.
Ïðÿìûå ñ óðàâíåíèÿìè (97) íå èìåþò ñ ãèïåðáîëîé îáùèõ òî÷åê,
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ïîñêîëüêó êàæäàÿ òî÷êà ýòèõ ïðÿìûõ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ







Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè óäàëåíèè òî÷êè ãèïåðáîëû îò åå âåð-
øèíû ðàññòîÿíèå îò ýòîé òî÷êè äî îäíîé èç àñèìïòîò íåîãðàíè÷åííî
óáûâàåò. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ÷àñòè âåòâè ãèïåðáîëû è îäíîé
èç àñèìïòîò, ðàñïîëîæåííûå â ïåðâîì êâàäðàíòå fM(x; y) 2 E2 jx >
0; y > 0g. Àñèìïòîòà èìååò óðàâíåíèå bx   ay = 0. Ðàññòîÿíèå îò





Óìíîæèì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü ïðàâîé ÷àñòè íà bx1 + ay1. Ïî-
ñêîëüêó b2x21   a2y21 = a2b2, òî
d =
a2b2p
a2 + b2(bx1 + ay1)
:
Î÷åâèäíî, çíàìåíàòåëü ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ ñòðåìèòñÿ ê áåñêî-
íå÷íîñòè ïðè âîçðàñòàíèè x1 è y1.
Çàìå÷àíèå. Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ îáðàçóþùóþ ` êîíóñà e, ïåðå-
ñåêàþùóþ êîíè÷åñêîå ñå÷åíèå  (êîòîðîå ìîæåò áûòü êàê ãèïåðáî-
ëîé, òàê è ýëëèïñîì èëè ïàðàáîëîé), è ïðîâåäåì ÷åðåç íåå êàñàòåëü-
íóþ ïëîñêîñòü  ê êîíóñó e. Ýòà êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü ïåðåñå÷åò
ïëîñêîñòü  ïî ïðÿìîé `0 =  \ , êàñàòåëüíîé ê êîíè÷åñêîìó ñå÷å-
íèþ . Â ýòîì ñìûñëå, àñèìïòîòû ãèïåðáîëû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
êàñàòåëüíûå ê ãèïåðáîëå â åå ¾áåñêîíå÷íîóäàëåííûõ¿ òî÷êàõ. Òî÷-
íûé ñìûñë ýòèì ïîíÿòèÿì ìîæíî ïðèäàòü â ðàìêàõ ïðîåêòèâíîé
ãåîìåòðèè [15].
Àñèìïòîòû ãèïåðáîëû ìîæíî òàêæå ðàññìàòðèâàòü êàê ïðåäåëü-
íûå ïîëîæåíèÿ êàñàòåëüíûõ ïðÿìûõ ê ãèïåðáîëå ïðè íåîãðàíè÷åí-
íîì óäàëåíèè òî÷êè êàñàíèÿ îò âåðøèíû ãèïåðáîëû. Êàñàòåëüíûå ê
ýëëèïñó, ãèïåðáîëå è ïàðàáîëå áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ â ñëåäóþùèõ
ïàðàãðàôàõ.
119
Ðåêîìåíäóåìàÿ ëèòåðàòóðà: [11], ëåêöèÿ 17; [1], ãëàâà II, 3; [7],
ãëàâà 6, 1, 2, 3.
Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ: [3], 531, 532, 533, 534, 535, 536, 538, 539,
540, 541, 542; [6], òåìà 17.
Ïîñêîëüêó ýëëèïñû, ãèïåðáîëû è ïàðàáîëû çàäàþòñÿ óðàâíåíè-
ÿìè âòîðîé ñòåïåíè, èõ íàçûâàþò òàêæå êðèâûìè âòîðîãî ïîðÿä-
êà. Ýòà òåðìèíîëîãèÿ áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ â ïîñëåäóþùèõ ïàðà-
ãðàôàõ. Îáùàÿ òåîðèÿ êðèâûõ âòîðîãî ïîðÿäêà ðàññìàòðèâàåòñÿ â
òðåòüåé ÷àñòè íàñòîÿùåãî ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ [15].
11 Äèàìåòðû ýëëèïñà è ãèïåðáîëû














à `  ïðÿìàÿ ñ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì u = fl;mg, ïðîõîäÿùàÿ
÷åðåç òî÷êó M0(x0; y0), çàäàííàÿ ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè
x = x0 + lt; y = y0 +mt: (99)
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðÿìàÿ ` ïåðåñåêàåò êðèâóþ . Äëÿ íàõîæäå-
íèÿ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ` ñ  ïîäñòàâèì óðàâíåíèÿ (99) â (98). Áóäåì
ðàññìàòðèâàòü ñðàçó îáå êðèâûå  è ýëëèïñ, è ãèïåðáîëó. Ïðè ýòîì
âî âñåõ âûðàæåíèÿõ, ãäå ñòîÿò äâîéíûå çíàêè ¾¿ èëè ¾¿, âåðõ-
íèé çíàê áóäåò îòíîñèòüñÿ ê òîìó ñëó÷àþ, êîãäà ðàññìàòðèâàåòñÿ
ýëëèïñ, à íèæíèé ê òîìó ñëó÷àþ, êîãäà ðàññìàòðèâàåòñÿ ãèïåðáî-
ëà. Èòàê, òî÷êè ïðÿìîé `, ïðèíàäëåæàùèå êðèâîé , îïðåäåëÿþòñÿ

































  1 = 0: (101)
Óðàâíåíèå (101)  ýòî êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî t, çà èñ-







Îïðåäåëåíèå. Âñÿêèé íåíóëåâîé âåêòîð ufl;mg, óäîâëåòâîðÿþ-







= 1, à ïðÿìàÿ ` ñ íàïðàâëÿþ-
ùèì âåêòîðîì, óäîâëåòâîðÿþùèì ñîîòíîøåíèþ (102), íàçûâàåò-
ñÿ ïðÿìîé àñèìïòîòè÷åñêîãî íàïðàâëåíèÿ äëÿ ýòîé ãèïåðáîëû.
Èç (102) ñëåäóåò, ÷òî ãèïåðáîëà èìååò äâà àñèìïòîòè÷åñêèõ íà-
ïðàâëåíèÿ, è ýòè íàïðàâëåíèÿ çàäàþòñÿ âåêòîðàìè ñ êîîðäèíàòàìè
fa; bg è fa; bg. Ïðÿìûìè àñèìïòîòè÷åñêîãî íàïðàâëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ
àñèìïòîòû ãèïåðáîëû  ïðÿìûå ñ óðàâíåíèÿìè bx  ay = 0 (ñì.
ñ. 118). Àñèìïòîòû ìîæíî çàäàòü ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè
x = at, y = bt (òî÷êà M0(x0; y0) ïðè ýòîì  íà÷àëî êîîðäèíàò),
Óðàâíåíèå (101) â ñëó÷àå àñèìïòîò ïðåâðàùàåòñÿ â ïðîòèâîðå÷èå.
Ïðÿìàÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî íàïðàâëåíèÿ, íå ÿâëÿþùàÿñÿ àñèìïòî-
òîé, ïåðåñåêàåò ãèïåðáîëó â îäíîé òî÷êå (â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå
(101) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ïåðâîé ñòåïåíè).
Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íàïðàâëåíèå ðàññìàòðèâàåìîé
ïðÿìîé ` íå ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì è ÷òî ïåðåñå÷åíèå ` è  íå
ïóñòî. Ïîñêîëüêó (101)  êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî t, òî
ýòî óðàâíåíèå èìååò äâà âåùåñòâåííûõ ðåøåíèÿ t1 è t2. Ïîäñòàâëÿÿ
ýòè ðåøåíèÿ â (99), ìîæíî íàéòè äâå îáùèå òî÷êè M1(x1 = x0 +
lt1; y1 = y0 + mt1) è M2(x2 = x0 + lt2; y2 = y0 + mt2) êðèâîé  è
ïðÿìîé `.
Îïðåäåëåíèå. Îòðåçîê M1M2 ïðÿìîé ` íàçûâàåòñÿ õîðäîé êðè-
âîé . Õîðäîé íàçûâàþò òàêæå è âñþ ïðÿìóþ `.
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Òî÷êà A, ÿâëÿþùàÿñÿ ñåðåäèíîé õîðäûM1M2, ñîîòâåòñòâóåò çíà-







Âî âñåõ ðàññóæäåíèÿõ, ïðîâåäåííûõ âûøå, òî÷êà M0(x0; y0)  ýòî
ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ðàññìàòðèâàåìîé ïðÿìîé `. Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî
ïîëîæèòü M0 = A. Ïðè ýòîì tA = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, t1 + t2 = 0.
Ïî òåîðåìå Âèåòà â ýòîì ñëó÷àå êîýôôèöèåíò ïðè t â êâàäðàòíîì






Óðàâíåíèþ (103) óäîâëåòâîðÿþò êîîðäèíàòû ñåðåäèíû A ëþáîé õîð-
äûM1M2, èìåþùåé äàííîå íåàñèìïòîòè÷åñêîå íàïðàâëåíèå ufl;mg
(íàïðàâëåíèÿ îáîçíà÷àþòñÿ ïðåäñòàâëÿþùèìè èõ âåêòîðàìè). Îò-
ñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñåðåäèíû âñåõ õîðä, èìåþùèõ äàííîå íàïðàâëåíèå






Îïðåäåëåíèå. Ïðÿìàÿ D(u), èìåþùàÿ óðàâíåíèå (104), íàçûâà-
åòñÿ äèàìåòðîì êðèâîé , ñîïðÿæåííûì õîðäàì äàííîãî íåàñèìï-
òîòè÷åñêîãî íàïðàâëåíèÿ ufl;mg, èëè, ïðîñòî, äèàìåòðîì, ñîïðÿ-
æåííûì íåàñèìïòîòè÷åñêîìó íàïðàâëåíèþ ufl;mg.
Èç óðàâíåíèÿ (104) ñëåäóåò, ÷òî äèàìåòðD(u) êðèâîé  ïðîõîäèò











Íàïðàâëåíèå, çàäàâàåìîå âåêòîðîì v, íå ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì.
Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèâ, ÷òî   ãèïåðáîëà è âåêòîð vfl0;m0g
















îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî è âåêòîð ufl;mg èìååò àñèìïòîòè÷åñêîå íàïðàâ-
ëåíèå.
Íàéäåì äèàìåòðD(v), ñîïðÿæåííûé íàïðàâëåíèþ vfl0;m0g. Ïîä-











= 0 , mx  ly = 0:
Èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì äèà-
ìåòðà D(v) ÿâëÿåòñÿ ïåðâîíà÷àëüíî çàäàííûé íàïðàâëÿþùèé âåê-
òîð õîðä ufl;mg.
Îïðåäåëåíèå. Äèàìåòðû D(u) è D(v) íàçûâàþòñÿ ñîïðÿæåí-
íûìè äèàìåòðàìè êðèâîé , èõ íàïðàâëåíèÿ (è íàïðàâëÿþùèå âåê-
òîðû) ufl;mg è vfl0;m0g íàçûâàþòñÿ ñîïðÿæåííûìè îòíîñè-
òåëüíî êðèâîé .
Âûâåäåì óñëîâèå ñîïðÿæåííîñòè äâóõ âåêòîðîâ ufl;mg è vfl0;m0g
îòíîñèòåëüíî êðèâîé . Èç ñîîòíîøåíèé (105) ñëåäóåò, ÷òî íàïðàâ-
ëåíèÿ ufl;mg è vfl0;m0g ñîïðÿæåíû îòíîñèòåëüíî êðèâîé  òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîëëèíåàðíû âåêòîðû ñ êîîðäèíàòàìè fl0;m0g
è fm=b2; l=a2g. Çàïèñûâàÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòü èõ êîîðäèíàò, ïî-












Èç ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî âñÿêàÿ ïðÿìàÿ íåàñèìï-
òîòè÷åñêîãî íàïðàâëåíèÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç öåíòð êðèâîé , ÿâ-
ëÿåòñÿ äèàìåòðîì, ñîïðÿæåííûì íåêîòîðîìó íàïðàâëåíèþ. Ýòî íà-
ïðàâëåíèå ìîæíî íàéòè èç óðàâíåíèÿ (106).
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Îïðåäåëåíèå. Ãëàâíûìè íàïðàâëåíèÿìè êðèâîé  íàçûâàþòñÿ
äâà íàïðàâëåíèÿ ufl;mg è vfl0;m0g, êîòîðûå îäíîâðåìåííî ñîïðÿ-
æåíû îòíîñèòåëüíî  è îðòîãîíàëüíû îäíî äðóãîìó.
Äëÿ íàõîæäåíèÿ ãëàâíûõ íàïðàâëåíèé êðèâîé  íàäî íàéòè ïàðó
íàïðàâëåíèé ufl;mg è vfl0;m0g, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñèñòåìå óðàâíå-
íèé







Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (107) ñëåäóåò ll0 =  mm0. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî









Èç óðàâíåíèé (108) è (107) ñëåäóåò, ÷òî, çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ, êî-





= 0, âî âñåõ îñòàëüíûõ
ñëó÷àÿõ ëèáî m0 = 0 è l = 0, ëèáî m = 0 è l0 = 0. Òàêèì îáðàçîì,
åäèíñòâåííîé ïàðîé ãëàâíûõ íàïðàâëåíèé ýëëèïñîâ (íå âûðîæäà-
þùèõñÿ â îêðóæíîñòü) è ãèïåðáîë ÿâëÿþòñÿ íàïðàâëåíèÿ êîîðäè-
íàòíûõ îñåé êàíîíè÷åñêèõ ñèñòåì êîîðäèíàò (îñåé ñèììåòðèè). ×òî
êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè, òî äëÿ íåå ëþáàÿ ïàðà âçàèìíî îðòîãîíàëü-
íûõ íàïðàâëåíèé ÿâëÿåòñÿ ïàðîé ãëàâíûõ íàïðàâëåíèé.
Êàñàòåëüíûå ê ýëëèïñó è ãèïåðáîëå.
Ïóñòü M0(x0; y0) 2 . Äèàìåòð D êðèâîé , ïðîõîäÿùèé ÷åðåç
M0(x0; y0), èìååò óðàâíåíèÿ x = x0t, y = y0t (íàïîìíèì, ÷òî äèà-
ìåòð ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð O(0; 0)). Ïðÿìàÿ `M0, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç
M0 è èìåþùàÿ íàïðàâëåíèå, ñîïðÿæåííîå íàïðàâëåíèþ äèàìåòðàD,
ïåðåñåêàåò êðèâóþ  â äâóõ òî÷êàõ M1 è M2, è òî÷êà M0, ÿâëÿþ-
ùàÿñÿ ñåðåäèíîé îòðåçêàM1M2, òàêæå ïðèíàäëåæèò êðèâîé . Ïðè
ýòîì t1, t2 è t0 = (t1+t2)=2  ðåøåíèÿ êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ (101).
Ýòî âîçìîæíî òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà t1 = t2 = t0, òî åñòü äâå
òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé `M0 è êðèâîé  ñîâïàäàþò.
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Îïðåäåëåíèå. Åñëè óðàâíåíèå (101) èìååò äâà ñîâïàäàþùèõ ðå-
øåíèÿ t1 = t2, òî ãîâîðÿò, ÷òî ïðÿìàÿ ` ïåðåñåêàåò êðèâóþ  â
äâóõ ñîâïàäàþùèõ òî÷êàõ. Òî÷êó M1(t1) = M2(t2) íàçûâàþò ïðè
ýòîì äâîéíîé òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ` è .
Îïðåäåëåíèå. Ïðÿìàÿ `M0, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó M0 2 
è èìåþùàÿ íàïðàâëåíèå, ñîïðÿæåííîå íàïðàâëåíèþ äèàìåòðà D,
ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç ýòó òî÷êó, íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíîé ê  â òî÷-
êå M0.
Èç ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî ïðÿìàÿ ` ÿâëÿåòñÿ êà-
ñàòåëüíîé ê êðèâîé  â òî÷êå M0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òî÷êà
M0 ÿâëÿåòñÿ äâîéíîé òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ` è .
Íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì äèàìåòðà D, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç òî÷-
êóM0, ÿâëÿåòñÿ âåêòîð ufx0; y0g. Ïîñêîëüêó íàïðàâëÿþùèé âåêòîð
vfl;mg êàñàòåëüíîé `M0 ñîïðÿæåí âåêòîðó ufx0; y0g, èç óñëîâèÿ






êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò íàïðàâëÿþùèé âåêòîð êàñàòåëüíîé `M0.
Óñëîâèå (109) òàêæå ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ (101), â êîòîðîì â ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé ñèòóàöèè êîýôôèöèåíò ïðè t è ñâîáîäíûé ÷ëåí äîëæ-
íû ðàâíÿòüñÿ íóëþ. Èç óñëîâèÿ (109) îïðåäåëÿþòñÿ íîðìàëüíûé
âåêòîð NM0fA;Bg êàñàòåëüíîé `M0 è åå íàïðàâëÿþùèé âåêòîð
















Òåïåðü ìîæíî çàïèñàòü ïàðàìåòðè÷åñêèå è îáùåå óðàâíåíèÿ êàñà-
òåëüíîé. Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíîé `M0 èìåþò âèä
x = x0  y0
b2




à îáùåå óðàâíåíèå èìååò âèä
x0(x  x0)
a2




Îòìåòèì îäíàêî, ÷òî ïðè ñîñòàâëåíèè óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíîé íàè-
áîëåå åñòåñòâåííî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî òî÷êàM ëåæèò íà êàñà-
òåëüíîé `M0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåêòîð
   !
M0Mfx x0; y y0g
ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíûì âåêòîðîì ê  è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîïðÿæåí
âåêòîðó
  !
OM0fx0; y0g. Ïîýòîìó óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé (111) ìîæ-






Ðàñêðûâàÿ â óðàâíåíèÿõ (111) ñêîáêè è ó÷èòûâàÿ, ÷òî êîîðäèíà-
òû (x0; y0) òî÷êèM0 óäîâëåòâîðÿþò êàíîíè÷åñêîìó óðàâíåíèþ êðè-
âîé (98), ïîëó÷àåì, ÷òî óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê ýëëèïñó, çàäàííîìó














à óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê ãèïåðáîëå, çàäàííîé êàíîíè÷åñêèì óðàâ-



















Çàäà÷à 46. Ïðÿìàÿ Ax + By + C = 0 ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé ê
êðèâîé , çàäàííîé êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì (78) èëè (92), òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà
A2a2 B2b2 = C2c2: (114)
Ðåøåíèå. Åñëè ïðÿìàÿ Ax + By + C = 0 ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëü-
íîé ê êðèâîé , òî èìååòñÿ òî÷êà êàñàíèÿ M0(x0; y0), è òîãäà ýòà
æå êàñàòåëüíàÿ ìîæåò áûòü çàäàíà óðàâíåíèåì (ñì. (112), (113))
(xx0)=a
2  (yy0)=b2   1 = 0. Ïîñêîëüêó êîýôôèöèåíòû ýòèõ óðàâíå-








() x0 =   Aa
2
C




Äàëåå, òî÷êà M0(x0; y0), ãäå x0 è y0 èìåþò âûðàæåíèÿ (115), ïðè-
íàäëåæèò  òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (ïîäñòàâëÿåì ýòè çíà÷åíèÿ






= 1 () A2a2 B2b2 = C2c2: (116)
Îáðàòíî, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (114), òî èç (116) ñëåäóåò, ÷òî
òî÷êà M0(x0; y0) ñ êîîðäèíàòàìè, èìåþùèìè âûðàæåíèå (115), ïðè-








= 1 () Ax+By + C = 0:
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Óñëîâèåì (114) óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ ïðè ðåøåíèè íåêîòîðûõ çà-
äà÷, íàïðèìåð ñëåäóþùåé.
Çàäà÷à 47. Ýëëèïñ ñ ôîêóñàìè â òî÷êàõ F1( 3; 0) è F2(3; 0) êàñà-
åòñÿ ïðÿìîé x+ y   5 = 0. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ýòîãî ýëëèïñà.
Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ (114) ñëåäóåò, ÷òî ïîëóîñè ýëëèïñà óäîâëå-
òâîðÿþò óðàâíåíèþ a2 + b2 = 25. Ïîñêîëüêó a2   b2 = c2 = 9, òî
a2 = 17, à b2 = 8.
Îïòè÷åñêèå (ôîêàëüíûå) ñâîéñòâà ýëëèïñà è ãèïåðáîëû.
Ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ýëëèïñîâ è ãèïåðáîë íàõîäèò ïðèìåíåíèå â
îïòèêå ïðè èçãîòîâëåíèè îòðàæàòåëåé.
Ïðåäëîæåíèå. Êàñàòåëüíûå `M0 ê ýëëèïñàì è ãèïåðáîëàì îáðà-
çóþò ðàâíûå óãëû ñ ôîêàëüíûìè ðàäèóñàìè F1M0 è F2M0, ïðîâå-
äåííûìè â òî÷êó êàñàíèÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì áèññåêòðèñ
âíåøíåãî è âíóòðåííåãî óãëîâ òðåóãîëüíèêà (ñì., íàïðèìåð, [8], 2.4):
áèññåêòðèñà âíóòðåííåãî èëè âíåøíåãî óãëà òðåóãîëüíèêà äåëèò ïðî-
òèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó íà îòðåçêè, ïðîïîðöèîíàëüíûå ïðèëåæàùèì
ñòîðîíàì. Ïîñêîëüêó ïðÿìàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ âåðøèíó òðåóãîëüíèêà
ñ òî÷êîé ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðîíû (èëè åå ïðîäîëæåíèÿ) îäíîçíà÷-
íî îïðåäåëÿåòñÿ îòíîøåíèåì, â êîòîðîì ýòà òî÷êà äåëèò ïðîòèâîïî-
ëîæíóþ ñòîðîíó, ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: åñëè ïðÿìàÿ,
ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç âåðøèíó òðåóãîëüíèêà, äåëèò ïðîòèâîïîëîæíóþ
ñòîðîíó (âíóòðåííèì èëè âíåøíèì îáðàçîì) â îòíîøåíèè ïðèëåæà-
ùèõ ñòîðîí, òî îíà ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðèñîé (âíóòðåííåãî èëè âíåø-
íåãî) óãëà òðåóãîëüíèêà.






= 1; y = 0 =) xP = a
2
x0











Óáåäèìñÿ, ÷òî òî÷êà P äåëèò îòðåçîê F1F2, ÿâëÿþùèéñÿ îñíîâà-
íèåì òðåóãîëüíèêà F1F2M0, â îòíîøåíèè ïðèëåæàùèõ ñòîðîí F1M0
è F2M0. Ïðîâåðêó îñóùåñòâèì äëÿ ýëëèïñà è äëÿ ïðàâîé âåòâè ãè-
ïåðáîëû (äëÿ ëåâîé âåòâè ãèïåðáîëû óòâåðæäåíèå áóäåò ñëåäîâàòü
èç ñèììåòðè÷íîñòè ãèïåðáîëû îòíîñèòåëüíî îñè îðäèíàò). Èñïîëü-
çóÿ âûðàæåíèÿ (79) è (96) äëÿ ôîêàëüíûõ ðàäèóñîâ, ñîîòíîøåíèå
c = ea è òî, ÷òî äëèíû îòðåçêîâ F1M0 è F2M0 ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî













Äîêàçàííîìó ïðåäëîæåíèþ ìîæíî äàòü ñëåäóþùóþ èíòåðïðåòà-
öèþ, îòíîñÿùóþñÿ ê îáëàñòè òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè:
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Ëó÷ ñâåòà, âûõîäÿùèé èç ôîêóñà ýëëèïñà, ïîñëå çåðêàëüíîãî îò-
ðàæåíèÿ îò ýëëèïñà íàïðàâèòñÿ âî âòîðîé ôîêóñ.
Ëó÷ ñâåòà, âûõîäÿùèé èç ôîêóñà ãèïåðáîëû, ïîñëå îòðàæåíèÿ
îò ãèïåðáîëû íàïðàâèòñÿ ïî ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç âòîðîé ôî-
êóñ.
Íåïîñðåäñòâåííî â òåõíèêå ïðèìåíÿþòñÿ òàê íàçûâàåìûå ýëëèï-
ñîèäû è ãèïåðáîëîèäû âðàùåíèÿ [14]  ïîâåðõíîñòè, ïîëó÷àåìûå
âðàùåíèåì ýëëèïñîâ è ãèïåðáîë âîêðóã èõ îñåé, ñîäåðæàùèõ ôîêó-
ñû. Âìåñòî ïîòîêà ñâåòà, èñõîäÿùåãî èç òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà, ïðè
ýòîì ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïîòîê êàêèõ-ëèáî ÷àñòèö, à òàêæå ýëåê-
òðîìàãíèòíûå èëè çâóêîâûå âîëíû, èñïóñêàåìûå òî÷å÷íûì èñòî÷-
íèêîì.
Îòìåòèì åùå îäíî ñëåäñòâèå, âûòåêàþùåå èç äîêàçàííîãî ïðåä-
ëîæåíèÿ.
Ïðåäëîæåíèå. Ñîôîêóñíûå (ò. å. èìåþùèå îáùèå ôîêóñû) ýëëèïñ
è ãèïåðáîëà ïåðåñåêàþòñÿ ïîä ïðÿìûì óãëîì.
Ðèñ. 71.
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Äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî èç ðèñóíêà 71.
Òî, ÷òî êàñàòåëüíûå ê ýëëèïñàì è ãèïåðáîëàì îáðàçóþò îäèíà-
êîâûå óãëû ñ ôîêàëüíûìè ðàäèóñàìè, ìîæíî äîêàçàòü, ïîëüçóÿñü
òîëüêî îïðåäåëåíèÿìè ýòèõ êðèâûõ, íå èñïîëüçóÿ íèêàêèõ óðàâíå-
íèé [9]. Ýòîò ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà ñîäåðæèòñÿ â ñëåäóþùèõ çàäà-
÷àõ.
Çàäà÷à 48. Ïóñòü çàäàíû ïðÿìàÿ ` è äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè A è B,
ëåæàùèå ïî îäíó ñòîðîíó îò ïðÿìîé `, è ïóñòü M  ïðîèçâîëüíàÿ
òî÷êà ïðÿìîé `. Äîêàçàòü, ÷òî ñóììà AM + MB ïðèíèìàåò íàè-
ìåíüøåå çíà÷åíèå òîãäà, êîãäà îòðåçêè AM èMB îáðàçóþò ðàâíûå
óãëû ñ ïðÿìîé `.
Ðåøåíèå. Äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî èç ðèñóíêà 72, ãäå B0  òî÷êà,
ñèììåòðè÷íàÿ òî÷êå B îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé `, è òîãî, ÷òî âñÿêàÿ








Çàäà÷à 49. Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è, âçÿâ â êà÷åñòâå ïðÿ-
ìîé ` êàñàòåëüíóþ `M0 ê ýëëèïñó â òî÷êåM0, à â êà÷åñòâå òî÷åê A
è B ôîêóñû ýëëèïñà, äîêàçàòü, ÷òî êàñàòåëüíàÿ ê ýëëèïñó îáðàçóåò
îäèíàêîâûå óãëû ñ ôîêàëüíûìè ðàäèóñàìè.
Çàäà÷à 50. Ïóñòü çàäàíû ïðÿìàÿ ` è äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè A è B,
ëåæàùèå ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïðÿìîé `, è ïóñòü M  ïðîèçâîëü-
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íàÿ òî÷êà ïðÿìîé `. Äîêàçàòü, ÷òî ìîäóëü ðàçíîñòè jAM   MBj
ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå òîãäà, êîãäà îòðåçêè AM è MB
îáðàçóþò ðàâíûå óãëû ñ ïðÿìîé `.
Ðåøåíèå. Äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî èç ðèñóíêà 73, ãäå B0  òî÷êà,
ñèììåòðè÷íàÿ òî÷êå B îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé `, è òîãî, ÷òî âñÿêàÿ








Çàäà÷à 51. Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è, âçÿâ â êà÷åñòâå ïðÿ-
ìîé ` êàñàòåëüíóþ `M0 ê ãèïåðáîëå â òî÷êå M0, à â êà÷åñòâå òî÷åê
A è B ôîêóñû ãèïåðáîëû, äîêàçàòü, ÷òî êàñàòåëüíàÿ ê ãèïåðáîëå
îáðàçóåò îäèíàêîâûå óãëû ñ ôîêàëüíûìè ðàäèóñàìè.
Ýëëèïñ è ãèïåðáîëà îáëàäàþò ìíîãèìè äðóãèìè çàìå÷àòåëüíûìè
ñâîéñòâàìè, êîòîðûå ìîæíî íàéòè ñôîðìóëèðîâàííûìè â çàäà÷àõ,
ñîäåðæàùèõñÿ â ñáîðíèêàõ çàäà÷ [3], [12], [13], èç êîòîðûõ çäåñü ðàñ-
ñìîòðèì òîëüêî íåêîòîðûå.
Çàäà÷à 52. Äîêàçàòü, ÷òî ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, ñòîðîíàìè êî-
òîðîãî ÿâëÿþòñÿ àñèìïòîòû è êàñàòåëüíàÿ, íå çàâèñèò îò âûáîðà
òî÷êè êàñàíèÿ.
Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, ñòîðîíàìè êîòîðî-
ãî ÿâëÿþòñÿ àñèìïòîòû è êàñàòåëüíàÿ, ðàâíà ïîëîâèíå ïðîèçâåäå-
íèÿ îòðåçêîâ, âûñåêàåìûõ êàñàòåëüíîé íà àñèìïòîòàõ, íà ñèíóñ óãëà
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ìåæäó àñèìïòîòàìè, òî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ïîñòîÿííûì ÿâëÿ-
åòñÿ ïðîèçâåäåíèå óêàçàííûõ îòðåçêîâ. Ïîñêîëüêó êàæäûé èç ýòèõ
îòðåçêîâ ðàâåí ìîäóëþ àáñöèññû òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíîé ñ
àñèìïòîòîé, äåëåííîìó íà êîñèíóñ ïîëîâèíû óãëà ìåæäó àñèìïòî-
òàìè, òî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ìîäóëåé àáñöèññ
òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíîé ñ àñèìïòîòàìè íå çàâèñèò îò âûáîðà
òî÷êè êàñàíèÿ.
Ïîäñòàâëÿÿ ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ àñèìïòîò x = at, y =
bt â óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé xx0=a2   yy0=b2 = 1, íàõîäèì çíà÷å-
íèÿ ïàðàìåòðà t, ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êàì ïåðåñå÷åíèÿ àñèìïòîò ñ
êàñàòåëüíîé è àáñöèññû ýòèõ òî÷åê:
t1;2 =
1
(x0=a) (y0=b) ) x1;2 =
a
(x0=a) (y0=b) ;
îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî x1x2 = a
2. Ðàññìîòðåâ òðåóãîëüíèê, îáðàçóåìûé
àñèìïòîòàìè è êàñàòåëüíîé â âåðøèíå ãèïåðáîëû, ëåãêî óñòàíîâèòü,
÷òî ïëîùàäü, î êîòîðîé èäåò ðå÷ü â çàäà÷å, ðàâíà ab.
Çàäà÷à 53. Ïóñòü   ýòî ýëëèïñ èëè ãèïåðáîëà, F  îäèí èç
ôîêóñîâ êðèâîé , à `  ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ôîêóñ F è íå
ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç öåíòð êðèâîé . Ïóñòü M1 è M2  òî÷êè ïåðåñå-
÷åíèÿ ïðÿìîé ` c êðèâîé . Äîêàçàòü, ÷òî êàñàòåëüíûå `M1 è `M2
ê êðèâîé  â òî÷êàõM1 èM2 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå, ïðèíàäëåæàùåé
äèðåêòðèñå, ñîîòâåòñòâóþùåé ôîêóñó F .
Ðåøåíèå. Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ïðàâîãî ïî îòíîøåíèþ ê
êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ôîêóñà ýëëèïñà. Ñëó÷àé ãèïåðáî-
ëû ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Î÷åâèäíî, ÷òî óòâåðæäåíèå çàäà÷è
ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó: åñëè êàñàòåëüíûå `M1 è `M2 ê êðèâîé
 â íåêîòîðûõ åå òî÷êàõ M1 è M2 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå, ïðèíàäëå-
æàùåé äèðåêòðèñå, òî òî÷êè F , M1 è M2 ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.
Ïîäñòàâèâ â óðàâíåíèå (112) êîîðäèíàòû (x1; y1) è (x2; y2) òî÷åê M1
è M2, ïîëó÷èì ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíûõ `M1 è `M2:
b2x1x+ a
2y1y   a2b2 = 0 è b2x2x+ a2y2y   a2b2 = 0:
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Ïîäñòàâèâ â ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ x = a=e, íàéäåì îðäèíàòû òî÷åê
ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíûõ `M1 è `M2 ñ äèðåêòðèñîé. Ïðèðàâíèâàÿ

















Çàìå÷àíèå. Ñâîéñòâîì, àíàëîãè÷íûì ñâîéñòâó ôîêóñà, ñôîðìó-
ëèðîâàííîìó â çàäà÷å 53, îáëàäàåò âñÿêàÿ òî÷êà G ïëîñêîñòè E2,
îòëè÷íàÿ îò öåíòðà êðèâîé . À èìåííî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå. Ïóñòü `  ïðîèçâîëüíàÿ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç
òî÷êó G è íå ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç öåíòð êðèâîé , àM1 èM2  òî÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ ` è , òîãäà êàñàòåëüíûå `M1 è `M2 ê êðèâîé  â òî÷-
êàõM1 èM2 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå, êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîé
ïðÿìîé (îäíîé è òîé æå äëÿ âñåõ ïðÿìûõ `). Ýòà ïðÿìàÿ íàçûâàåòñÿ
ïîëÿðîé òî÷êè G îòíîñèòåëüíî . Òàêèì îáðàçîì, èç óòâåðæäåíèÿ
çàäà÷è 53 ñëåäóåò, ÷òî äèðåêòðèñà ÿâëÿåòñÿ ïîëÿðîé ñîîòâåòñòâóþ-
ùåãî åé ôîêóñà.
Ìíîãèå äðóãèå çàìå÷àòåëüíûå ñâîéñòâà ýëëèïñà è ãèïåðáîëû ìîæ-
íî íàéòè â çàäà÷àõ èç ñáîðíèêîâ çàäà÷ [3], [12], [13].
Ðåêîìåíäóåìàÿ ëèòåðàòóðà: [1], ãëàâà II, 2, 3; [7], ãëàâà 6, 4.
Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ: [3], 479, 480, 481, 482, 483, 485, 487, 489,
490, 491, 492, 493, 504, 510, 549, 551, 551, 555, 556, 557, 558, 570, 576;
[6], òåìû 16, 17.
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Ïóñòü   ïàðàáîëà, çàäàííàÿ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì
y2 = 2px; (117)
à `  ïðÿìàÿ ñ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì ufl;mg, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç
òî÷êó M0(x0; y0), çàäàííàÿ ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè
x = x0 + lt; y = y0 +mt: (118)
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðÿìàÿ ` ïåðåñåêàåò ïàðàáîëó . Äëÿ íàõîæäå-
íèÿ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ` ñ  ïîäñòàâëÿåì óðàâíåíèÿ (118) â (117). Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì
(y0+mt)
2 = 2p(x0+lt) , m2t2+2t(my0 pl)+y20 2px0 = 0: (119)
Ïðè m 6= 0 óðàâíåíèå (119)  êâàäðàòíîå îòíîñèòåëüíî t, ïîýòîìó â
ýòîì ñëó÷àå ïðÿìàÿ ` ïåðåñåêàåò ïàðàáîëó  â äâóõ òî÷êàõ (âîçìîæ-
íî ñîâïàäàþùèõ). Ïðè m = 0 ïðÿìàÿ ` ïàðàëëåëüíà îñè ïàðàáîëû.
Â ýòîì ñëó÷àå (119)  óðàâíåíèå ïåðâîé ñòåïåíè è, ñëåäîâàòåëüíî,
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå îòíîñèòåëüíî t, ïîýòîìó ïðÿìàÿ ` ïå-
ðåñåêàåò ïàðàáîëó  â îäíîé òî÷êå.
Îïðåäåëåíèå. Âñÿêèé íåíóëåâîé âåêòîð ufl; 0g íàçûâàåòñÿ âåê-
òîðîì àñèìïòîòè÷åñêîãî íàïðàâëåíèÿ äëÿ ïàðàáîëû y2 = 2px, à
ïðÿìàÿ `, ïàðàëëåëüíàÿ îñè ïàðàáîëû, íàçûâàåòñÿ ïðÿìîé àñèìï-
òîòè÷åñêîãî íàïðàâëåíèÿ äëÿ ïàðàáîëû.
Ïóñòü íàïðàâëåíèå ðàññìàòðèâàåìîé ïðÿìîé ` íå ÿâëÿåòñÿ àñèìï-
òîòè÷åñêèì. Òîãäà óðàâíåíèå (119) èìååò äâà âåùåñòâåííûõ ðåøå-
íèÿ (ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî ` è  ïåðåñåêàþòñÿ) t1 è t2, êîòîðûì
ñîîòâåòñòâóþò äâå îáùèå òî÷êè M1 è M2 êðèâîé  è ïðÿìîé `. Òî÷-
êà A, ÿâëÿþùàÿñÿ ñåðåäèíîé õîðäû M1M2, ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ








Ïîëîæèì M0(x0; y0) = A. Òîãäà tA = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, t1+ t2 = 0.
Ïî òåîðåìå Âèåòà â ýòîì ñëó÷àå êîýôôèöèåíò ïðè t â êâàäðàòíîì
óðàâíåíèè (119) ðàâåí íóëþ:
myA   pl = 0: (120)
Èòàê, êîîðäèíàòû ñåðåäèíû õîðäûM1M2 óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ
(120). ÏîñêîëüêóM1M2  ýòî ïðîèçâîëüíàÿ õîðäà, èìåþùàÿ äàííîå
íåàñèìïòîòè÷åñêîå íàïðàâëåíèå ufl;mg, òî ìíîæåñòâî ñåðåäèí âñåõ
õîðä, èìåþùèõ íàïðàâëåíèå u = fl;mg, óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
my   pl = 0 () y = lp
m
: (121)
Óðàâíåíèåì (121) çàäàåòñÿ íåêîòîðàÿ ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ îñè ïà-
ðàáîëû .
Îïðåäåëåíèå. Ïðÿìàÿ D(u), èìåþùàÿ óðàâíåíèå (121), íàçûâà-
åòñÿ äèàìåòðîì ïàðàáîëû , ñîïðÿæåííûì õîðäàì äàííîãî íåà-
ñèìïòîòè÷åñêîãî íàïðàâëåíèÿ ufl;mg, èëè, ïðîñòî, äèàìåòðîì,
ñîïðÿæåííûì íåàñèìïòîòè÷åñêîìó íàïðàâëåíèþ ufl;mg.
Âñå äèàìåòðû ïàðàáîëû ïàðàëëåëüíû åå îñè. Èç óðàâíåíèÿ (121)
ñëåäóåò òàêæå, ÷òî âñÿêàÿ ïðÿìàÿ y = y0, ïàðàëëåëüíàÿ îñè ïàðà-
áîëû, ÿâëÿåòñÿ äèàìåòðîì, ñîïðÿæåííûì íåêîòîðîìó íàïðàâëåíèþ,
à èìåííî, íàïðàâëåíèþ ufy0; pg. Äåéñòâèòåëüíî, óðàâíåíèå y = y0
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() my0   lp = 0; òî åñòü ïðè fl;mg = fy0; pg: (122)
Êàñàòåëüíûå ê ïàðàáîëå.
Ïóñòü òî÷êà M0(x0; y0) ïðèíàäëåæèò ïàðàáîëå . Äèàìåòð D ïà-
ðàáîëû , ïðîõîäÿùèé ÷åðåç M0(x0; y0), èìååò óðàâíåíèå y = y0.
Ñîõðàíÿÿ òåðìèíîëîãèþ, èñïîëüçîâàííóþ ðàíåå äëÿ ýëëèïñà è ãè-
ïåðáîëû (ñì. ñ. 124), çàêëþ÷àåì, ÷òî, êàê è â ñëó÷àå ýëëèïñà è ãè-
ïåðáîëû, ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êóM0 ïàðàáîëû è èìåþùàÿ
íàïðàâëåíèå, ñîïðÿæåííîå äèàìåòðó D, ïðîõîäÿùåìó ÷åðåç ýòó òî÷-
êó, ïåðåñåêàåò ïàðàáîëó  â äâóõ ñîâïàäàþùèõ òî÷êàõ.
Îïðåäåëåíèå. Ïðÿìàÿ `M0, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êóM0 ïàðàáî-
ëû  è èìåþùàÿ íàïðàâëåíèå, ñîïðÿæåííîå äèàìåòðó D, ïðîõîäÿ-





Êàê è â ñëó÷àå ýëëèïñà è ãèïåðáîëû, ïðÿìàÿ ` ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëü-
íîé ê ïàðàáîëå  â òî÷êå M0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òî÷êà M0
ÿâëÿåòñÿ äâîéíîé òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ` è .
Íàïðàâëåíèåì, ñîïðÿæåííûì äèàìåòðó y = y0, ïðîõîäÿùåìó ÷å-
ðåç òî÷êó M0(x0; y0) ïàðàáîëû, ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëåíèå, îïðåäåëÿå-
ìîå âåêòîðîì ufy0; pg (ñì. (122)). Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîð ufy0; pg
ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì êàñàòåëüíîé `M0, ïîýòîìó âåê-
òîð Nf p; y0g ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì âåêòîðîì êàñàòåëüíîé `M0, è
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êàñàòåëüíàÿ èìååò ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:
 p(x  x0) + y0(y   y0) = 0: (123)
Êàê è â ñëó÷àå ýëëèïñà è ãèïåðáîëû, ïðè ñîñòàâëåíèè óðàâíåíèÿ
êàñàòåëüíîé ê ïàðàáîëå íàèáîëåå åñòåñòâåííî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì,
÷òî òî÷êà M ëåæèò íà êàñàòåëüíîé `M0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà âåêòîð
   !
M0Mfx   x0; y   y0g ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíûì âåêòîðîì ê
 è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîïðÿæåí äèàìåòðó, ïðîõîäÿùåìó ÷åðåç òî÷êó
M0fx0; y0g. Ïîýòîìó óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé (123) ìîæíî ïîëó÷èòü,
ñðàçó ïîäñòàâëÿÿ êîîðäèíàòû âåêòîðà
   !
M0M âìåñòî l è m â óñëîâèÿ
ñîïðÿæåííîñòè (122).
Ðàñêðûâàÿ â óðàâíåíèè (123) ñêîáêè è ó÷èòûâàÿ, ÷òî êîîðäèíàòû
(x0; y0) òî÷êè M0 óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (117), ïîëó÷àåì, ÷òî
óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê ïàðàáîëå, çàäàííîé êàíîíè÷åñêèì óðàâíå-
íèåì, â òî÷êå M0(x0; y0) èìååò âèä
yy0 = p(x+ x0): (124)
Îïòè÷åñêîå (ôîêàëüíîå) ñâîéñòâî ïàðàáîëû.
Ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ïàðàáîëû íàõîäèò ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìå-
íåíèÿ â òåõíèêå ïðè èçãîòîâëåíèè îòðàæàòåëåé, íà íåì îñíîâûâà-
þòñÿ, â ÷àñòíîñòè, êîíñòðóêöèè ïàðàáîëè÷åñêèõ àíòåíí. Íåïîñðåä-
ñòâåííî â òåõíèêå ïðèìåíÿþòñÿ ïàðàáîëîèäû âðàùåíèÿ [14]  ïî-
âåðõíîñòè, ïîëó÷àåìûå âðàùåíèåì ïàðàáîë âîêðóã èõ îñåé.
Ïðåäëîæåíèå. Êàñàòåëüíàÿ `M0 ê ïàðàáîëå  â òî÷êå M0 îáðà-
çóåò ðàâíûå óãëû ñ ôîêàëüíûì ðàäèóñîì FM0 è îñüþ ïàðàáîëû.
Äîêàçàòåëüñòâî.Ïîäñòàâëÿÿ y = 0 â óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé (124),
íàõîäèì êîîðäèíàòû ( x0; 0) òî÷êè P ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíîé ñ
îñüþ àáñöèññ êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ðàññòîÿíèå îò òî÷-
êè P äî ôîêóñà ðàâíî
p
2
+ x0 è ñîâïàäàåò ñ ôîêàëüíûì ðàäèóñîì
r = FM0. Ñëåäîâàòåëüíî, òðåóãîëüíèê PFM0  ðàâíîáåäðåííûé, à
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Äîêàçàííîìó ïðåäëîæåíèþ ìîæíî äàòü ñëåäóþùóþ èíòåðïðåòà-
öèþ, îòíîñÿùóþñÿ ê îáëàñòè òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè:
Ëó÷ ñâåòà, âûõîäÿùèé èç ôîêóñà ïàðàáîëû, ïîñëå îòðàæåíèÿ
îò ïàðàáîëû íàïðàâèòñÿ ïàðàëëåëüíî åå îñè.
Îòìåòèì åùå îäíî ñëåäñòâèå èç îïòè÷åñêîãî ñâîéñòâà ïàðàáîëû,
îòíîñÿùååñÿ ê ôèçèêå.
Ëèíèþ, êîòîðîé äîñòèãàþò ëó÷è ñâåòà, èñïóñêàåìîãî òî÷å÷íûì
èñòî÷íèêîì, çà îïðåäåëåííûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè, íàçûâàþò ôðîí-
òîì âîëíû ýòîãî èñòî÷íèêà (ñì. [7], ãë. 6, 4). Åñëè íà ñâîåì ïóòè
ëó÷è ñâåòà îòðàæàþòñÿ îò íåêîòîðîé êðèâîé, òî ãîâîðÿò î ôðîíòå
îòðàæåííîé âîëíû.
Â ñëó÷àå ïàðàáîëû ôðîíò îòðàæåííîé âîëíû èñòî÷íèêà ñâåòà,
ðàñïîëîæåííîãî â ôîêóñå ïàðàáîëû, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìóþ ëè-
íèþ, ïàðàëëåëüíóþ äèðåêòðèñå ïàðàáîëû (ñì. ðèñóíîê 77). Ýòî ñëå-
äóåò èç òîãî, ÷òî ðàññòîÿíèå îò òî÷êè ïàðàáîëû äî åå ôîêóñà ñîâïà-
äàåò ñ ðàññòîÿíèåì îò ýòîé òî÷êè äî äèðåêòðèñû.
Â ñëó÷àå ýëëèïñà è ãèïåðáîëû ôðîíò îòðàæåííîé âîëíû èñòî÷íè-
êà ñâåòà, ðàñïîëîæåííîãî â ôîêóñå, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îêðóæíîñòü
ñ öåíòðîì â äðóãîì ôîêóñå.
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FÐèñ. 77.
Íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì äîêàçàííîãî âûøå ïðåäëîæåíèÿ
ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Ïðåäëîæåíèå. Ñîôîêóñíûå (òî åñòü èìåþùèå îáùèé ôîêóñ) ïà-
ðàáîëû, íàïðàâëåíèÿ îñåé êîòîðûõ ïðîòèâîïîëîæíû (òî åñòü ïðî-
òèâîïîëîæíû íàïðàâëåíèÿ îñåé àáñöèññ êàíîíè÷åñêèõ ñèñòåì êî-
îðäèíàò), ïåðåñåêàþòñÿ ïîä ïðÿìûì óãëîì.
Ðèñ. 78.
Êàê è ôîêàëüíûå ñâîéñòâà ýëëèïñà è ãèïåðáîëû, ôîêàëüíîå ñâîé-
ñòâî ïàðàáîëû ìîæíî äîêàçàòü, ïîëüçóÿñü òîëüêî îïðåäåëåíèåì ïà-
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ðàáîëû è íå èñïîëüçóÿ íèêàêèõ óðàâíåíèé [9]. Ýòî äîêàçàòåëüñòâî
ìîæíî âûâåñòè èç ñëåäóþùåé çàäà÷è.
Çàäà÷à 54. Ïóñòü F  ôîêóñ ïàðàáîëû , M0  ïðîèçâîëüíàÿ åå
òî÷êà, à M0M  áèññåêòðèñà óãëà \FM0B ìåæäó M0F è ïåðïåí-
äèêóëÿðîìM0B, îïóùåííûì èç òî÷êèM0 íà äèðåêòðèñó. Äîêàçàòü,
÷òî ðàññòîÿíèå îò ïðîèçâîëüíîé òî÷êèM áèññåêòðèñûM0M , îòëè÷-
íîé îò òî÷êè M0, äî äèðåêòðèñû ìåíüøå ðàññòîÿíèÿ îò ýòîé òî÷êè
äî ôîêóñà (ñì. ðèñóíîê 79), è ñëåäîâàòåëüíî, M0  åäèíñòâåííàÿ







Çàäà÷à 55. Èçâåñòíî, ÷òî êàñàòåëüíûå ê ïàðàáîëå â òî÷êàõ M1 è
M2 ïåðïåíäèêóëÿðíû. Äîêàçàòü, ÷òî òî÷êà èõ ïåðåñå÷åíèÿ ïðèíàä-
ëåæèò äèðåêòðèñå.
Ðåøåíèå. Ïóñòü òî÷êè M1 è M2 èìåþò ñîîòâåòñòâåííî êîîðäè-
íàòû (x1; y1) è (x2; y2), òîãäà óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíûõ â ýòèõ òî÷êàõ
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå
px  y1y + px1 = 0 è px  y2y + px2 = 0: (125)
Ïðèðàâíèâàÿ íóëþ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íîðìàëüíûõ âåêòîðîâ
ïðÿìûõ (125), ïîëó÷àåì p2+y1y2=0. Âûðàæàÿ òåïåðü êîîðäèíàòû x1,
141
y2 è x2 ÷åðåç y1 è ïîäñòàâëÿÿ â ñèñòåìó óðàâíåíèé (125), ïðèâîäèì
ýòó ñèñòåìó ê ñëåäóþùåìó âèäó











Ñëîæèâ âòîðîå óðàâíåíèå ñ ïåðâûì, óìíîæåííûì íà p2=y21, íàéäåì






Çàäà÷à 56. Ïðÿìàÿ, ïðîâåäåííàÿ ÷åðåç ôîêóñ ïàðàáîëû, ïåðåñåê-
ëà ïàðàáîëó â òî÷êàõ M1 è M2. Äîêàçàòü, ÷òî êàñàòåëüíûå ê ïà-
ðàáîëå â òî÷êàõ M1 è M2 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå, ïðèíàäëåæàùåé
äèðåêòðèñå.
Ðåøåíèå. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ êà-
ñàòåëüíûõ ïðèíàäëåæèò äèðåêòðèñå, òî òî÷êè F ,M1 èM2 ëåæàò íà
îäíîé ïðÿìîé. Ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèÿ (125) x =  p=2 è ïðèðàâ-
íèâàÿ íàéäåííûå èç ýòèõ óðàâíåíèé îðäèíàòû òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ


















Êàê è â ñëó÷àå ýëëèïñà è ãèïåðáîëû (ñì. çàìå÷àíèå íà ñ. 134)
àíàëîãè÷íûì ñâîéñòâîì îáëàäàåò ëþáàÿ òî÷êà G, íå ïðèíàäëåæà-
ùàÿ ïàðàáîëå. Åñëè ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó G, ïåðåñåêàåò
ïàðàáîëó â òî÷êàõM1 èM2, òî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíûõ ê ïà-
ðàáîëå â ýòèõ òî÷êàõ ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîé ïðÿìîé, íàçûâàåìîé
ïîëÿðîé òî÷êè G îòíîñèòåëüíî ïàðàáîëû. Òàêèì îáðàçîì, äèðåê-
òðèñà ïàðàáîëû ÿâëÿåòñÿ ïîëÿðîé ôîêóñà.
Ïîìèìî ïðÿìîóãîëüíûõ è àôôèííûõ ñèñòåì êîîðäèíàò, íà ïëîñ-
êîñòè ìîæíî ââîäèòü ðàçëè÷íûå êðèâîëèíåéíûå ñèñòåìû êîîðäèíàò,
êîòîðûå îêàçûâàþòñÿ ïîëåçíûìè ïðè ðåøåíèè òåõ èëè èíûõ çàäà÷.
Îäíîé èç òàêèõ ñèñòåì êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ ïîëÿðíàÿ ñèñòåìà êî-
îðäèíàò, ðàññìàòðèâàåìàÿ â 13. Äâà ñåìåéñòâà ïàðàáîë èç ïðåäëî-
æåíèÿ íà ñ. 140 (ñì. ðèñóíîê 78) ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ââåäåíèÿ
íà ïëîñêîñòè òàê íàçûâàåìîé ïàðàáîëè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò,
ðàññìàòðèâàåìîé â çàäà÷å, ñëåäóþùåé íèæå.
Çàäà÷à 57. Ñ ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò Oxy íà ïëîñêî-
ñòè, îïðåäåëÿåìîé íåêîòîðûì îðòîíîðìèðîâàííûì ðåïåðîì, ìîæíî
ñâÿçàòü ïàðàáîëè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, â êîòîðîé ïîëîæåíèå
òî÷êè íà ïëîñêîñòè îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ ÷èñëàìè u è v, ñâÿçàííûìè
ñ ïðÿìîóãîëüíûìè êîîðäèíàòàìè x è y ñîîòíîøåíèÿìè
x = u2   v2; y = 2uv: (126)
Ïðîâåðèòü, ÷òî êîîðäèíàòíûå ëèíèè ýòîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, îïðå-
äåëÿåìûå óðàâíåíèÿìè v = v0 è u = u0 ñîîòâåòñòâåííî, ïðåäñòàâ-
ëÿþò ñîáîé äâà ñåìåéñòâà ïàðàáîë èç ïðåäëîæåíèÿ íà ñ. 140 (ñì.
ðèñóíîê 78).
Äðóãèå çàìå÷àòåëüíûå ñâîéñòâà ïàðàáîëû ìîæíî íàéòè â çàäà÷àõ
èç ñáîðíèêîâ çàäà÷ [3], [12], [13].
Ðåêîìåíäóåìàÿ ëèòåðàòóðà: [1], ãëàâà II, 1; [7], ãëàâà 6, 4.
Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ: [3], 639, 640, 641, 649, 650, 655, 659, 660,
668; [6], òåìà 18.
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13 Ïîëÿðíûå óðàâíåíèÿ ýëëèïñà, ãèïåðáîëû è ïàðàáîëû
Ïîëÿðíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò íà îðèåíòèðîâàííîé åâêëèäîâîé ïëîñ-
êîñòè E2 çàäàåòñÿ òî÷êîé O 2 E2, íàçûâàåìîé ïîëþñîì, è îðèåíòè-
ðîâàííîé ïðÿìîé (îñüþ) `", ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó O, íàçûâàåìîé
ïîëÿðíîé îñüþ. Ïîëîæåíèå òî÷êè M 2 E2 îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ ÷èñ-
ëàìè (;'), êîòîðûå íàõîäÿòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:  = j  !OM j, à '
 ýòî óãîë, íà êîòîðûé íóæíî ïîâåðíóòü íàïðàâëÿþùèé âåêòîð a
îñè `", ÷òîáû åãî íàïðàâëåíèå ñîâïàëî ñ íàïðàâëåíèåì âåêòîðà   !OM
(ñì. ðèñóíîê 81).
Ñ ïîëÿðíîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò åñòåñòâåííî àññîöèèðóåòñÿ ïðà-
âûé îðòîíîðìèðîâàííûé ðåïåð fO; i; jg, ãäå i = a=jaj  åäèíè÷íûé
íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ïîëÿðíîé îñè. Ðàäèóñ-âåêòîð r òî÷êè M ñëå-
äóþùèì îáðàçîì âûðàæàåòñÿ ÷åðåç åå ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû (;'):
r =  e('); ãäå e(') = i cos'+ j sin':
Ïîýòîìó ïðÿìîóãîëüíûå êîîðäèíàòû òî÷êè M îòíîñèòåëüíî ðåïåðà
fO; i; jg ñâÿçàíû ñ åå ïîëÿðíûìè êîîðäèíàòàìè ñëåäóþùèìè ñîîò-
íîøåíèÿìè:
x =  cos'; y =  sin': (127)
Èç óðàâíåíèé (127) âèäíî, ÷òî ïðÿìîóãîëüíûå êîîðäèíàòû òî÷êèM
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ïî åå ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì. Îäíàêî îá-
ðàòíîå íå èìååò ìåñòà. ÅñëèM 6= O, òî ' îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ
äî ñëàãàåìîãî, êðàòíîãî 2k, k 2 Z, à åñëèM = O, òî ' ìîæåò áûòü
ëþáûì âåùåñòâåííûì ÷èñëîì. Êðîìå òîãî, èíîãäà óäîáíî ñ÷èòàòü,
÷òî  ìîæåò ïðèíèìàòü è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Ïðè ýòîì ñ÷èòà-
åòñÿ, ÷òî êîîðäèíàòû (;') è ( ;'+) çàäàþò îäíó è òó æå òî÷êó
(ýòî ìîæíî îáúÿñíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: ÷òîáû íàéòè íà ïëîñ-
êîñòè òî÷êó M ñ ïîëÿðíûìè êîîðäèíàòàìè (;'), íóæíî ïîâåðíóòü







Ïðè âûáîðå ïîëÿðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò äëÿ èçó÷åíèÿ ýëëèïñà,
ãèïåðáîëû èëè ïàðàáîëû åñòåñòâåííî ðàñïîëàãàòü ïîëþñ èëè â íà÷à-
ëå êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, èëè â ôîêóñå ðàññìàòðèâàåìîé
êðèâîé, à â êà÷åñòâå ïîëÿðíîé îñè åñòåñòâåííî áðàòü îñü àáñöèññ êà-
íîíè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.
Â ýòîì ïàðàãðàôå äëÿ èçó÷åíèÿ ýëëèïñà, ãèïåðáîëû è ïàðàáîëû
ìû âûáèðàåì ñëåäóþùèå ïîëÿðíûå ñèñòåìû êîîðäèíàò: ïîëþñ O
ïîìåùàåì ñîîòâåòñòâåííî â ôîêóñ ïàðàáîëû, ëåâûé ôîêóñ ýëëèïñà
è â ïðàâûé ôîêóñ ãèïåðáîëû (îòíîñèòåëüíî êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò), à â êà÷åñòâå ïîëÿðíîé îñè âûáèðàåì âî âñåõ òðåõ ñëó-
÷àÿõ îñü àáñöèññ êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò (ñì. ðèñóíîê 82).
Òàêèå ïîëÿðíûå ñèñòåìû êîîðäèíàò íàõîäÿò ïðèìåíåíèå â àñòðî-
íîìèè, ïîñêîëüêó òðàåêòîðèÿìè íåáåñíûõ òåë, îáíàðóæèâàþùèõñÿ
â ñîëíå÷íîé ñèñòåìå, ÿâëÿþòñÿ ýëëèïñû, ãèïåðáîëû è ïàðàáîëû, â
îäíîì èç ôîêóñîâ êîòîðûõ íàõîäèòñÿ ñîëíöå (íåáåñíûå òåëà ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ êàê ìàòåðèàëüíûå òî÷êè).
Óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïîëÿðíàÿ ñèñòåìà çàäàíà íà ïëîñêîñòè ïåð-
âîíà÷àëüíî, à çàòåì äâèæåíèåì äàííûå ýëëèïñ, ãèïåðáîëà è ïàðà-
áîëà ðàñïîëàãàþòñÿ íà ïëîñêîñòè òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû èõ îñè ñîâ-
ïàëè ñ ïîëÿðíîé îñüþ, à ôîêóñû ðàñïîëîæèëèñü, êàê ýòî óêàçàíî
âûøå, òîãäà âñå ðàññìàòðèâàåìûå êðèâûå (èñïîëüçóåì äëÿ íèõ, êàê
è ðàíåå, îáîçíà÷åíèå ) áóäóò çàäàâàòüñÿ óðàâíåíèåì
r = de; (128)
ãäå r  ýòî ôîêàëüíûé ðàäèóñ òî÷êè M 2 , d  ðàññòîÿíèå îò












ìó â ïîëþñå. Ôîêàëüíûì ïàðà-
ìåòðîì êðèâîé  íàçûâàåòñÿ ïî-
ëîâèíà ôîêàëüíîé õîðäû, ïåðïåí-
äèêóëÿðíîé îñè êðèâîé. Îáîçíà-
÷àåòñÿ ýòîò ïàðàìåòð áóêâîé p.
Î÷åâèäíî, ôîêàëüíûé ïàðàìåòð
ñîâïàäàåò ñ ôîêàëüíûì ðàäèóñîì
òî÷êè A 2 , äëÿ êîòîðîé âåêòîð  !FA ïåðïåíäèêóëÿðåí îñè àáñöèññ
êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Åñëè îáîçíà÷èòü ðàññòîÿíèå îò
ôîêóñà äî äèðåêòðèñû ñèìâîëîì
 = dist(F;D); òî p = e:
Â ñëó÷àå ïàðàáîëû ôîêàëüíûé ïàðàìåòð p ñîâïàäàåò ñ ïàðàìåòðîì
p â åå êàíîíè÷åñêîì óðàâíåíèè, à äëÿ ýëëèïñà è ãèïåðáîëû p = b2=a.
Ïóñòü, äàëåå, K  òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïîëÿðíîé îñè è äèðåêòðè-
ñûD,M  ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà êðèâîé , L  ïðîåêöèÿ òî÷êèM íà
äèðåêòðèñó, r  ôîêàëüíûé ðàäèóñ òî÷êè M , d  ðàññòîÿíèå îò M
äî äèðåêòðèñû. Èìååì:
d = j  !LM j = (  !LM; i) = (  !LK +  !KF +  !FM; i) =
= 0 +  + (re('); i) =  + r cos':
(129)
Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (129) äëÿ d â óðàâíåíèå (128), ïîëó÷àåì
r = e+ re cos'; îòêóäà r(1  e cos') = e = p:
Îêîí÷àòåëüíî, óðàâíåíèå, çàäàþùåå ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíè-




1  e cos': (130)
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Çàäà÷à 58. Âûâåñòè ñëåäóþùåå óðàâíåíèå ëåâîé âåòâè ãèïåðáîëû
â òîé æå ñàìîé ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (ïîëþñ íàõîäèòñÿ â ïðà-
âîì ôîêóñå, à ïîëÿðíàÿ îñü ñîâïàäàåò ñ îñüþ àáñöèññ êàíîíè÷åñêîé
ñèñòåìû êîîðäèíàò, ñì. ðèñóíîê 83):
 =
 p








Ðåêîìåíäóåìàÿ ëèòåðàòóðà: [1], ãëàâà II, 5; [7], ãëàâà 6, 3.
Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ: [3], 106, 107, 109, 111, 112, 114, 370, 371,
372, 373, 374, 375, 376, 380, 382, 383, 384, 385, 388; [6], òåìà 11.
14 Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ýëëèïñà, ãèïåðáîëû è
ïàðàáîëû
Ïàðàìåòðè÷åñêèì óðàâíåíèåì ëèíèè    An â àôôèííîì ïðîñòðàí-
ñòâå íàçûâàþò óðàâíåíèå âèäà r = r(t), ãäå t  âåùåñòâåííûé ïàðà-
ìåòð, ïðèíèìàþùèé çíà÷åíèÿ èç íåêîòîðîãî èíòåðâàëà (; )  R,
à r(t)  ðàäèóñ-âåêòîð íåêîòîðîé òî÷êè ëèíèè   ïðè ëþáîì çíà-
÷åíèè t 2 (; ). Îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè r(t) ìîæåò íå ñîâïà-
äàòü ñî âñåé ëèíèåé  , òî åñòü ýòà ôóíêöèÿ ìîæåò ïàðàìåòðèçîâàòü
òîëüêî ÷àñòü ëèíèè. Â ãåîìåòðèè, êàê ïðàâèëî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
ôóíêöèÿ r(t) ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-äèôôåðåíöèðóåìîé. Î÷åâèäíî, ïà-
ðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ëèíèè îïðåäåëÿåòñÿ íåîäíîçíà÷íî. Íàïðè-
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ìåð, åñëè r = r(t)  ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå íåêîòîðîé ëèíèè
   An, à t = t()  íåêîòîðàÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íàÿ êóñî÷íî-
äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, (; ) 3  7! t() 2 (; ), òî óðàâíå-
íèå r = r() = r(t()) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèì óðàâíåíèåì
ëèíèè  .
Åñëè â ïðîñòðàíñòâå An âûáðàí ðåïåð fO; eig, òî, ðàçëîæåíèÿ
r(t) = xi(t)ei îïðåäåëÿþò êîîðäèíàòíûå ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíå-
íèÿ xi = xi(t), i = 1; : : : ; n, ëèíèè  . Îíè òàêæå îïðåäåëåíû íåîäíî-
çíà÷íî, çàâèñÿò îò âûáîðà óðàâíåíèÿ r = r(t) è îò âûáîðà ðåïåðà.
Ýëëèïñ, ãèïåðáîëó è ïàðàáîëó íà ïëîñêîñòè E2 òàêæå ìîæíî çàäà-
âàòü ðàçëè÷íûìè ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè. Íàïðèìåð, ìîæ-
íî ïîëó÷èòü ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ýòèõ ëèíèé, ïåðåõîäÿ â èõ
ïîëÿðíûõ óðàâíåíèÿõ (130) îò ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò ê ïðÿìîóãîëü-
íûì ïî ôîðìóëàì x =  cos', y =  sin'. Â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà,
çàäàþùåãî òî÷êó ïàðàáîëû, åñòåñòâåííî âçÿòü åå îðäèíàòó, òîãäà
ïàðàáîëà áóäåò çàäàâàòüñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè
x = t2=2p; y = t:
Â ýòîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ
ýëëèïñà è ãèïåðáîëû, â êîòîðûõ ïàðàìåòð, çíà÷åíèÿ êîòîðîãî îïðå-












x2 + y2 = a2. Òî÷êà M ýòîé îêðóæ-
íîñòè èìååò ðàäèóñ-âåêòîð r = ae(t),
ãäå t  óãîë, íà êîòîðûé íàäî ïîâåð-
íóòü íàïðàâëÿþùèé âåêòîð i = e1
îñè àáñöèññ, ÷òîáû åãî íàïðàâëåíèå
ñîâïàëî ñ íàïðàâëåíèåì ðàäèóñà-âåê-
òîðà òî÷êèM , à e(t) = i cos t+j sin t  êðóãîâàÿ âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ
(ñì. ðèñóíîê 84). Òàêèì îáðàçîì, îêðóæíîñòü ìîæåò áûòü çàäàíà
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ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè
r = ae(t) () x = a cos t; y = a sin t: (131)
Îáëàñòü (; ) èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà t âûáèðàåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò
óñëîâèé çàäà÷è. Íàïðèìåð, åñëè òî÷êà M(t) íåïðåðûâíî âðàùàåòñÿ
âîêðóã òî÷êè O, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî t 2 ( 1; +1).
Ïàðàìåòð t â óðàâíåíèÿõ (131) èìååò òàêæå ñëåäóþùèé ãåîìåò-
ðè÷åñêèé ñìûñë: ÷èñëî a2t  ýòî óäâîåííàÿ îðèåíòèðîâàííàÿ ïëî-
ùàäü ñåêòîðà OAM , ãäå A(a; 0)  òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòè ñ
ïîëîæèòåëüíîé ÷àñòüþ îñè àáñöèññ.
Â îñíîâå ïàðàìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé îêðóæíîñòè (131) ëåæèò




















ïàðàìåòðà t â óðàâíåíèÿõ (133) ÿñåí èç ðè-
ñóíêà 85, äåìîíñòðèðóþùåãî òîò
ôàêò, ÷òî ýëëèïñ (132) ìîæåò áûòü
ïîëó÷åí èç îêðóæíîñòè ðàäèóñà
a ñæàòèåì ê îñè àáñöèññ ñ êîýô-
ôèöèåíòîì b=a èëè ðàñòÿæåíèåì
îêðóæíîñòè ðàäèóñà b îò îñè îð-
äèíàò ñ êîýôôèöèåíòîì a=b.
Âû÷èñëèì òåïåðü äëÿ ýëëèï-
ñà ïëîùàäü S(t) ñåêòîðà OAM ,
ãäå A(a; 0)  òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
ýëëèïñà ñ ïîëîæèòåëüíîé ÷àñòüþ
îñè àáñöèññ (âåðøèíà ýëëèïñà), à M(t)  òî÷êà ýëëèïñà, îïðåäåëÿ-
åìàÿ ñîîòâåòñòâóþùèì çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà t. Ïðîèçâîäíàÿ ôóíê-
öèÿ S 0(t) ïðåäñòàâëÿåò ïðåäåë îòíîøåíèÿ ïëîùàäè ñåêòîðà OMM 0,
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ãäå M 0  òî÷êà ýëëèïñà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà
t + t, ê t ïðè t ! 0. Ïîñêîëüêó ïëîùàäü ñåêòîðà OMM 0 îò-
ëè÷àåòñÿ îò ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà OMM 0 íà áåñêîíå÷íî ìàëóþ âå-
ëè÷èíó áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ÷åì t, òî ïðîèçâîäíàÿ S 0(t) ðàâíà










































Òàêèì îáðàçîì, ïàðàìåòð t â óðàâíåíèÿõ (133)  ýòî îðèåíòèðîâàí-




Ãèïåðáîëè÷åñêèå ôóíêöèè ch t = 12(e
t + e t) è sh t = 12(e
t   e t)
óäîâëåòâîðÿþò òîæäåñòâó ch2t   sh2t = 1. Ýòî òîæäåñòâî äàåò âîç-

















ïàðàìåòðà t â óðàâíåíèÿõ (137) àíàëîãè÷åí
ãåîìåòðè÷åñêîìó ñìûñëó ïàðàìåò-
ðà t â óðàâíåíèÿõ ýëëèïñà (133).
Âû÷èñëÿÿ ïðîèçâîäíóþ S 0(t) îò
ôóíêöèè S(t), ïðåäñòàâëÿþùåé
ñîáîé ïëîùàäü ñåêòîðàOAM , ãäå
A(a; 0)  âåðøèíà ãèïåðáîëû, à
M(t)  òî÷êà ãèïåðáîëû, îïðå-
äåëÿåìàÿ ñîîòâåòñòâóþùèì çíà-
÷åíèåì ïàðàìåòðà t, àíàëîãè÷íî
ñëó÷àþ ýëëèïñà ïîëó÷èì




















îòêóäà àíàëîãè÷íî (135) ïîëó÷àåì S(t) =
ab
2
t. Òàêèì îáðàçîì, ïàðà-
ìåòð t â óðàâíåíèÿõ (137)  ýòî îðèåíòèðîâàííàÿ ïëîùàäü ñåêòîðà




Çàäà÷à 59.Èñïîëüçîâàíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî òîæäåñòâà sec2 t 
tg2 t = 1 ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíå-
íèÿ äëÿ ïðàâîé âåòâè ãèïåðáîëû (136):









1) Èñïîëüçóÿ äâå êîíöåíòðè÷åñêèå îêðóæíîñòè ðàäèóñîâ a è b,
êàê íà ðèñóíêå 85, óêàçàòü òî÷êó ãèïåðáîëû, ñîîòâåòñòâóþùóþ äàí-
íîìó çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà t.
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